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Kapitel 1

Einleitung

Der Krallenfrosch (Xenopus laevis), ein urspriinglicherweise siidafrikanischer Frosch,
lebt rein aquatisch in Siilwasserseen, langsamen Fliissen und Tiimpeln. Ein Exem-
plar wiegt, je nach Geschlecht, zwischen 60g (ménnlich) und 100 g (weiblich) und
ist im ausgewachsenen Zustand etwa 8cm lang [12]. Seine Nahrung erbeutet der
Krallenfrosch nachtaktiv, hauptséchlich kleine Fische und Insekten [29].

Abbildung 1.1: Lage der Seitenlinienorgane.

Links: dorsale Ansicht. Rechts: ventrale Ansicht. Die Richtung der maximalen Sensitivitit
eines Organs ist senkrecht zu den als Strichen dargestellten Seitenlinienorganen. Wichtig-
ste Bezeichnungen: mid.lat. Mittlere Seitenlinie, u.lat. Obere Seitenlinie, o.c. Occipitale
Seitenlinie, p.l.1at. Posteriore untere Seitenlinie, a.l.lat. Anteriore untere Seitenlinie. Nach
[31].

Insekten, die auf die Wasseroberfliche gefallen sind, erregen durch die Bewegung ih-
rer Gliedmaflen Oberflichenwellen, meifit Wellen mit grofler Bandbreite und hohen
Frequenzanteilen. Aquatische Lebewesen wie z.B. kleine Fische erregen Wellen, die
eher tiefe Frequenzanteile haben [29]. Die Quelle eines derart erregten Wellenfeldes
kann der Frosch orten, das heifit, er dreht sich in Richtung der Quelle und schwimmt
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

einige Zentimeter darauf zu.

$.0.

in.o.

mid.lat. Llat. hy.

Abbildung 1.2: Lage der Seitenlinienorgane.
Links: Seitenansicht. Rechts: VergroBerung der Augenpartie. Bezeichnungen wie in Abbil-
dung 1.1. Nach [31].

Zu solch einer Beutedetektion ist der Frosch mit einem System von Seitenlinien-
organen ausgestattet. Circa 180 dieser Mechanorezeptoren sind an seinem Korper
angeordnet, einige befinden sich am Kopf, die weiteren laufen linienférmig und sym-
metrisch am Koérper entlang, vier Linien am Riicken und zwei am Bauch [31]. Skizzen
der Anordnung eines Seitenliniensystems sind in Abbildung 1.1 und Abbildung 1.2
dargestellt. Viele aquatische Lebewesen besitzen ein System von Mechanorezeptoren
zur Beutedetektion, Orientierung oder Kommunikation mit Artgenossen. Untersucht
wurde z.B. die gefleckte Groppe (Cottus bairdi), ein im Michigansee heimischer Fisch
(8], oder der ,,topminnow* (Aplocheilus lineatus), ein ,surface feeding“ Fisch. Auch
andere Froscharten als Xenopus haben Seitenliniensysteme, oft bildet es sich aber
beim ausgewachsenen Frosch zuriick.

Jedes einzelne Seitenlinienorgan - in der englischsprachigen Literatur werden sie oft
als ,,stitch“ bezeichnet - leitet Informationen iiber die Partikelgeschwindigkeit des
Wassers am Ort des Seitenlinienorgans an das zentrale Nervensystem des Frosches
weiter. Dabei wird Information in Form von elektrischen Impulsfolgen kodiert und
durch so genannte Afferenzen iibertragen. Afferenzen nennt man die zum Gehirn
fiihrenden Nervenbahnen, das Gegenstiick dazu sind Efferenzen. Diese iibermitteln
Information vom Gehirn zur Sensorik. Im Allgemeinen sind jedem Seitenlinienorgan
des Frosches zwei Afferenzen zugeordnet, eine reagiert auf positive Geschwindig-
keitsanteile, die andere iibertrigt negative Geschwindigkeiten am Ort des Rezeptors
[29]. Unter den Organen in der Kopfregion wurden allerdings Rezeptoren mit bis zu
zehn Afferenzen gefunden [38].

Die Umsetzung des mechanischen Reizes in die neuronale Kodierung funktioniert
dabei folgendermaflen: Jedes Seitenlinienorgan besteht aus 3 bis 12 Untereinhei-



Abbildung 1.3: Schematische Skizze eines Neuromasten.
Cu: Cupula, SH: Sinneshaare der Haarzellen, N: Nerv, SZ: Sinneszellen/Haarzellen. Nach
[15].

ten, den Neuromasten. Ein Neuromast wiederum setzt sich aus der Cupula, das ist
ein zartes, gallertartiges, ins Wasser ragendes Fiahnchen, den Haarzellen, das sind
spezialisierte Nervenzellen, und unterschiedlichen Stiitzzellen zusammen [15] (siehe
Abbildung 1.3). Die Cupula wird durch die an ihrer Breitseite vorbeistrémenden
Wasserteilchen geschert, die Scherung ist also Folge der Reibung zwischen Cupula
und Wasserteilchen. Da die Reibungskraft theoretisch proportional zur Geschwindig-
keitsdifferenz zwischen Cupula und Wasserteilchen ist, sind die Seitenlinienorgane
in erster Linie Geschwindigkeitsdetektoren [31]. Die Cupula gibt ihre Auslenkung an
die feinen Hirchen der Haarzellen weiter, denn diese Héirchen ragen in die Cupula
hinein, und werden durch eine Scherung der Cupula mit ausgelenkt.

Haarzellen sind spezialisierte Neuronen, also Zellen des Nervensystems, die im Ru-
hezustand eine Potentialdifferenz zwischen dem Inneren des Zellkérpers (Soma) und
dem AufBeren aufrechterhalten. Eine Haarzelle wird hyperpolarisiert, d.h. ihr Po-
tential wird erhoht und damit auch die Spikewahrscheinlichkeit, wenn ihre feinen
Hérchen durch Auslenkung der Cupula in die Vorzugsrichtung der einzelnen Haar-
zelle ausgelenkt werden [29]. Durch Erzeugung von Spikes wird Information im Ner-
vensystem iibertragen. Spike nennt man dabei ein durch das Axon, der Verbindung
zu den nachfolgenden Einheiten, iibertragenes Aktionspotential. Wird ein Neuron
von den prisynaptischen (vorhergehenden) Neuronen, oder wie in diesem Fall von
einer sensorischen Einheit bis zu einem Schwellenwert depolarisiert, gibt es diese
Information in Form eines Aktionspotentials (oder Spikes) weiter.
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Abbildung 1.4: Vergleich von Anregung und gemessenem Spiketrain.

Links oben: Auslenkung der Wasseroberfliche mit 5 Hz Anregung. Rechts oben: 15 Hz
Anregung. Unten: Entsprechende Ableitung einer Afferenz. Nach [13].

140
230 MMULL
Abbildung 1.5: Post-Stimulus-Time Histogramm.

Post-Stimulus-Time Histogramme (PSTH) bei Anregung mit einer 5 Hz Welle verschiede-
ner Amplitude. Nach [13].

In Experimenten wurden Ableitungen der afferenten Nervenbahnen genommen und
hinsichtlich des gegebenen Reizes analysiert. [13, 15, 29]. Mit Ableitung bezeichnet
man die Messung und Aufzeichnung der Aktivitdt einer Nervenfaser, also eine Po-
tentialmessung, wie in Abbildung 1.4 dargestellt. Diese Ableitungen werden sowohl
von den Afferenzen lebender intakter Tiere genommen, als auch von Afferenzen von
Hautprédparaten. Dabei werden verschiedene Reize erzeugt und gleichzeitig die Ak-
tivitédt einer ausgesuchten Afferenz aufgezeichnet. Zur Auswertung zieht man oft so
genannte Post-Stimulus-Time Histogramme (PSTH) heran. Dafiir werden mehre-
re Ableitungen bei identischer Reizform iibereinandergelegt, es entsteht ein Histo-
gramm der Spikezeitpunkte. Abbildung 1.5 zeigt das PSTH der Ableitung bei der
Anregung mit Wellen unterschiedlicher Amplitude.

Es zeigte sich, dass auch ohne Vorhandensein eines Reizes Aktionspotentiale in den
Afferenzen erzeugt werden, und zwar mit einer durschnittlichen Frequenz zwischen



5Hz und 35Hz [13]. Das variiert nicht nur von Tier zu Tier, sondern auch in einem
Tier variiert diese Spontanfeuerrate.

Gorner [15] zeichnete den Spiketrain bei Reizung des Seitenlinienorgans mit einer
Wasserstromung konstanter Geschwindigkeit auf. Es ergab sich eine Amplitudenko-
dierung mittels der Feuerrate, die in weiten Bereichen logarithmisch ist. Am Rand
des getesteten Geschwindigkeitsbereichs tritt eine Siattigung ein. Desweiteren ist eine
Anpassung der Afferenz bei linger andauernden Reizen zu beobachten, die Feuer-
rate fillt dann ab. Ein weiteres Ergebnis der Untersuchungen von Gérner ist die in
etwa cosinusférmige Richtcharakteristik eines Seitenlinienorgans. Die Afferenz feu-
ert mit maximaler Frequenz bei Reizung aus der Vorzugsrichtung eines Organs, bei
Reizungen aus anderen Richtungen ist die Feuerrate in etwa mit dem Cosinus des
Reizwinkels gedampft.

Werden zur Stimulation monofrequente Reize verwendet, so ist die neuronale Ab-
leitung eine Modulation der Spontanfeuerrate mit der entsprechenden Frequenz
[13, 29]. Wieder ist die Amplitude durch die Feuerrate kodiert, aber auch die so
genannte ,silent period“ und die Synchchronisation spielen eine Rolle. Silent period
wird der Anteil einer Periode der harmonischen Reizschwingung genannt, in dem
keine Spikes auftreten. Die Dauer der ,silent period* verhilt sich bei kleinen Am-
plituden logarithmisch, sittigt dann aber und liegt dann bei etwa 60% der Periode.
Ahnlich verhilt sich die Synchronisation, sie ist ein Ma8 fiir die Gleichzeitigkeit von
Stimulusmaximum und Feuerzeitpunkten.

In weiteren Experimenten werden frequenzabhingige Schwellen der Wellenbewe-
gungswahrnehmung ermittelt, oder auch experimentelle Daten zur Phasenverschie-
bung und zur Dampfung des Stimulus durch den Wellenschatten des Frosches [13]
ermittelt.

--------- CUPULA-=-==~=~

-HAIR CELLS-—,
/ L

,,,,,,,,,,,,,

SKIN

MYELINATED NERVE FIBERS

Abbildung 1.6: Schematische Skizze der Verschaltung zweier Neuromasten.
Nach [18].

Die durch die Haarzellen in elektrische Impulse umgewandelte Information iiber
das Wellenfeld wird dann durch die Afferenzen ins Gehirn des Frosches geleitet, wo
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die Weiterverarbeitung stattfindet. Die Afferenzen benachbarter oder auf einer Li-
nie angeordneter Rezeptoren werden dabei zu Nervenfasern gebiindelt. Es entstehen
Nerven wie der Nervus occipitalis, Nervus aorticus, Nervus lateralis dorsalis, media-
lis und ventralis. Diese Nervenbahnen werden vor dem Eintritt ins Gehirn nochmal
zum Nervus lateralis posterior (Nlp) zusammengefasst. Der zweite ins Gehirn ein-
tretende Nerv wird als Nervus lateralis anterior (Nla) bezeichnet, in ihm sind die
Nervenbahnen des Kopfes gebiindelt, wie z.B. der Nervus supraorbitalis, infraorbita-
lis und hyomandibularis [26]. Diese beiden Nervenstréinge treten in die Medulla des
Froschgehirns ein, wie in Abbildung 1.7 dargestellt. Dort verzweigen sie sich, separat
voneinander, grofiflichig. Eng begrenzte Projektionsgebiete einzelner Seitenlinienor-
gane konnten allerdings nicht festgestellt werden [1].

Cbm

Abbildung 1.7: Schematische Darstellung der Verzweigung der Afferenzen in
der Medulla.
Nach [38].

Zentral bei der Erorterung sensorischer Fahigkeiten ist die Frage nach der Existenz
einer Karte, das heifit einem neuronalen Abbild der Umgebung. Im Fall der rdumli-
chen Beuteortung werden also neuronale Einheiten im Gehirn gesucht, die richtungs-
selektiv in Bezug auf Wellenreize reagieren. Tatséichlich wurden solche Einheiten im
Tectum opticum des Frosches gefunden und untersucht [42]. Im Tectum gibt es ne-
ben Neuronen die auf optische Reize in Kombination mit mechanischen Wellenreizen
reagieren, Neuronen die ausschlielich aktiv sind bei Reizung des Seitenliniensystems
mit Wellen einer bestimmten Reizrichtung. Von diesen richtungsselektiven Neuronen
wurde eine grofle Anzahl in geordneter rdumlicher Anordnung gefunden, wobei es
fast fiir jede Reizrichtung ein diese Richtung kodierendes Neuron im Tectum gibt.
Eine schematische Skizze des Tectums und der Anordnung der in der Untersuchung
ausgemachten richtungsselektiven Einheiten ist in Abbildung 1.9 dargestellt.

Untersucht wurde dann weiterhin, ob in fritheren Ebenen der Verarbeitung schon
derart selektive Einheiten vorkommen. Ableitungen wurden aus dem Torus semicir-
cularis genommen. Dort wurden aber weder richtungsselektive Einheiten gefunden,



Cbm

Abbildung 1.8: Schematische Dorsalansicht des Gehirns eines Krallenfrosches.
Man kann erkennen, an welchen Stellen der Nervus lateralis anterior (Nla) und der Ner-
vus lateralis posterior (Nlp) in das Gehirn eintreten, genauer in die Medulla (Med). Die
neuronale Karte befindet sich im Tectum (Tec). Nach [29].

Abbildung 1.9: Neuronale Karte im Tectum opticum des Krallenfrosches.
Die Pfeile im rechten Bild markieren die Lage der richtungsselektiven Einheiten und deren
kodierte Richtung. Nach [42].
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noch ist die Feuerrate ein Abbild der Wellenform der Erregung, wie das bei den
Afferenzen der Fall gewesen ist. Gleichwohl findet im Torus semicircularis eine Ver-
arbeitung der Information aus den Afferenzen der Seitenlinienorgane statt. Zwei
Moglichkeiten gibt es, das zu zeigen: Einerseits kann man Ableitungen an verschie-
denen Orten des Torus semicircularis bei zeitgleicher Reizung mit einer Wasserwelle
nehmen. Neuronen des Torus semicircularis zeigen dann erhchte Aktivitdt. Zum an-
deren ist es moglich, die prasynaptischen Neuronen der Einheiten im Tectum zu
bestimmen. Es zeigt sich eine deutliche Verbindung zwischen Tectum und Torus
semicircularis [42].

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, ein mathematisches bzw. neuronales Modell fiir die
Beuteortung des Krallenfrosches herzuleiten. Dies schlieflt eine mathematische Be-
schreibung der zu detektierenden Wellen ein. Ringwellen, die durch punktférmige
Anregung entstehen, werden hierbei durch ebene Wellen approximiert. Ein wichtiger
Unterschied zwischen ringférmiger und ebener Wellenausbreitung liegt im Damp-
fungsverhalten. Bei Vernachlédssigung der Reibung breitet sich eine ebene Welle un-
geddmpft aus, die Amplitude einer Ringwelle jedoch ist mit dem Abstand r vom Er-
regungszentrum durch /2 gedimpft. Diese Dampfung kann allerdings als klein im
Vergleich zur Dampfung durch den Wellenschatten des Frosches angenommen wer-
den. Als mathematisches Modell zur Richtungsortung einer gegebenen Anregung
werden so genannte Karten berechnet. Dafiir berechnet man in jeder moglichen
Richtung eine Rekonstruktion der Anregung an der Quelle aus dem vorhandenen
Wellenfeld an den Rezeptoren durch lineare Ausgleichsrechnung. Dann werden die
Normen oder Amplitudenmaxima dieser Rekonstruktionen bestimmt und als Kar-
te aufgetragen. Die zu bestimmende Richtung der Quelle erhilt man schliellich als
Richtung des Maximum dieser Karte.

Zu Beginn der Einleitung wurde bereits das zu modellierende, biologische Problem
eingefiihrt und erldutert. Die weiteren Kapitel sind inhaltlich wie folgt gegliedert:
Kapitel 2 befasst sich mit der Beschreibung der Wellenausbreitung. Als Grundlage
dazu dienen die Navier-Stokes-Gleichungen zur mathematischen Beschreibung in-
kompressibler viskoser Fliissigkeiten. Zur Bestimmung der Dispersionsrelation und
der Diampfung mit der Wassertiefe werden die Gleichungen vorerst durch die Euler-
gleichungen approximiert, Randbedingungen werden spezifiziert und die Gleichun-
gen werden mit der Einschrinkung auf kleine Amplituden linearisiert. Fiir die linea-
ren Gleichungen bestimmt man einfach harmonische Losungen unter Vernachléssi-
gung einer Raumdimension. Diese Ndherungslosungen werden mit einem geeigneten
Dampfungsfaktor multipliziert.

Die Herleitung des mathematischen Modells zur Ortung einer Anregung folgt im
dritten Kapitel. Mit systemtheoretischen Methoden wird das Ubertragungsverhal-
ten des Wassers beschrieben. Somit kann das Wellenfeld an den Orten der Rezep-
toren bei gegebener, beliebiger Anregung berechnet werden. Die Rekonstruktion
am Ort der vermeintlichen Quelle ist eine Invertierung dieser Berechnung durch li-
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neare Ausgleichsrechnung. Die Losung des Ausgleichsproblems allerdings erfordert
die Losung grofler Gleichungssysteme. Zur Steigerung der Effizienz wird das Aus-
gleichsproblem deshalb im Fourierbereich gelost. Im vorliegenden Fall 148t sich das
Gleichungssystem im Fourierbereich analytisch 16sen. Ferner wird erldutert wie die
bereits erwiahnten Karten und ihre Maxima berechnet werden. Schliellich werden in
diesem Kapitel noch elementargeometrische Berechnungen fiir Quellenabstand und
Wellenauftreffwinkel eines Rezeptores in einer festen Anordnung von Rezeptoren
durchgefiihrt.

In Kapitel 4 werden die Ergebnisse der Implementierungen des Modells zusammen-
gestellt. Der erste Abschnitt des Kapitels soll dabei grundsitzliche Eigenschaften
des Modells verdeutlichen. Die dort skizzierten Karten sind symbolisch mit Maple
[27] berechnet. Der zweite Absatz dient zur Anpassung der Parameter des Modells
durch den Vergleich mit biologischen Daten. Hier wurden die Karten numerisch mit
Matlab [28] berechnet. Die numerische Berechnung, im Gegensatz zur symbolischen
Berechnung, erlaubt weiterhin eine groflere Anzahl an Rezeptoren, eine detailliertere
Beschreibung der Geometrie und die Einfiihrung eines normalverteilten Rauschens
zur Modellierung der Stochastik der neuronalen Kodierung.

Kapitel 5 ist eine ausfiihrliche Zusammenstellung von Erweiterungsmoglichkeiten
des Modells. Zentral ist der Ubergang vom bisherigen Modell zu einem #quivalen-
ten Modell, das die biologische Realitédt besser beschreibt. Es basiert auf dem Spike
Response Modell fiir ein Neuron. Auch hier werden Karten durch das in der Pro-
grammiersprache C implementierte Modell berechnet, allerdings mit einer mehr oder
weniger willkiirlichen Wahl der Parameter. Letztere miissten noch an biologische
Sachverhalte angepasst werden.
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Kapitel 2

Wasserwellen

2.1 Formulierung des Problems

Wasserwellen mathematisch zu beschreiben, ist ein sehr komplexes Problem. Die
Bewegungsgleichungen der Wasserpartikel sind nichtlinear, mehrdimensional, und
fiir eine genaue Beschreibung sind zahlreiche physikalische Eigenschaften zu beriick-
sichtigen. Wiinschenswert wire eine analytische Losung des nichtlinearen Problems
in den drei Raumdimensionen fiir beliebige Rand- und Anfangsbedingungen unter
Beriicksichtigung der Oberflichenspannung und der leichten Viskositiat des Wassers.

Im folgenden wird zwar die nichtlineare Problemstellung hergeleitet, verwendet wird
dann aber nur noch dessen linearisierte Form mit der Einschrinkung auf , kleine Aus-
lenkungen®.

Betrachtet man die Wellenausbreitung nur in einer Raumrichtung, ergeben sich er-
hebliche Vereinfachungen gegeniiber der Losung bei radialer Ausbreitung. Allerdings
verhélt sich eine ringférmige Welle anders als die durch eine dquivalente Erregung
erzeugte ebene Welle. Hervorzuheben ist die Ddmpfung der Ringwelle im Gegensatz
zur ungeddmpften Ausbreitung der ebenen Welle.

2.2 Eulergleichungen

In hydrodynamischen Fragestellungen gibt es zwei Ansétze zur mathematischen Be-
schreibung des Problems. Die Bewegungsgleichungen in der Lagrangeschen Formu-
lierung beschreiben den Ort eines Teilchens als Funktion der Zeit und des urspriing-
lichen Ortes. Hilt man in einer Losung der Differentialgleichung den urspriinglichen
Ort fest, so folgt man der Bewegung eines einzelnen Teilchens mit der Zeit. Die da-
zu dquivalente Eulersche Formulierung wird von einer Funktion geldst, die an einem
Ortspunkt den urspriinglichen Ort des Teilchens beschreibt, bzw. dem Geschwindig-

13
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keitsprofil an einem festen Ort in Abhéngigkeit von der Zeit.

In der Literatur ist es iiblich, fiir Wasserwellen, oder allgemeiner fiir hydrodyna-
mische Probleme, die Eulerbeschreibung zu benutzen. In dieser Beschreibung sind
die Randbedingungen leichter zu handhaben [9]. Hier wird der Spezialfall der Eul-
ergleichungen fiir inkompressible Medien hergeleitet, denn Fliissigkeiten sind, im
Gegensatz zu Gasen, in erster Niherung inkompressibel, das heifit, die Dichte ist
druckunabhéngig und damit konstant in Zeit und Raum.

Die Eulergleichungen basieren auf den physikalischen Erhaltungsgesetzen der Masse
und des Impulses.

2.2.1 Massenerhaltung

In einem festem Teilvolumen V Wasser, das weder Quellen noch Senken enthéilt,
muss gelten, dass der gesamte Fluss durch die geschlossene Oberfliche O des Volu-
mens V' zu einem festen Zeitpunkt gleich Null ist.

/pv-dOzO

o

Hierbei ist v die Partikelgeschwindigkeit, p ist die Dichte der Wassers. (Bei 20 Grad
Celsius gilt pg,0 = 998.2 kg/m3.) Anwendung des Satzes von Gaufl wandelt das
Oberflachenintegral in ein Volumenintegral um:

Oz/pv-dO:/V-(pv)dV.

@] 14

Der Nablaoperator ist dabei definiert als V = (%, 6%, %)T.
Das Volumenintegral muss folglich fiir beliebige Teilvolumina V' verschwinden. Des-

halb gilt

V- (pv)=0.

Schreibt man v = (u,v, w)? komponentenweise und verwendet, dass die Dichte p
aufgrund der Inkompressibilitdt konstant und natiirlich ungleich null ist, vereinfacht
sich obige Formel zu

V-v=u;+v,+w, =0.

Hierbei ist u, eine Abkiirzung fiir die partielle Ableitung von u nach z, es ist also

_ 8
um—a—;‘.

Die Eulergleichung der Massenerhaltung nennt man im Allgemeinen auch Konti-
nuitdtsgleichung oder speziell bei konstanter Dichte Inkompressibilitdtsbedingung.
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2.2.2 TImpulserhaltung

Die Herleitung der Formel fiir die Impulserhaltung basiert auf dem Newtonschen
Gesetz ,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung®. Die &uflere Kraft, die auf ein
Volumen V| begrenzt durch die Oberfliche O, wirkt, berechnet sich als

—/de:—/(Vp)dV

o) v

unter Verwendung des Satzes von Gaufl. Der Druck p ist eine skalare Gréfle und
wirkt senkrecht an der Oberfliche O. Die Beschleunigung eines Wasserpartikels in
diesem Volumen in den drei Koordinatenrichtungen z,y und z ist:

du n dx n dy ‘u dz
() de T e Ty di
- W e
W) T g Ty Ty T
. S
U = Tgp T T Wy T W Ty

Gleichsetzten der Krifte ergibt also

—/(Vp)dV:/pCfl—:dV

14 |4

Diese Gleichheit gilt fiir beliebige Volumina V', daher erhélt man die Differential-
gleichung

dv
—Vp=p_

in die man komponentenweise die Beschleunigung einsetzen kann. Beriicksichtigt
man, dass dz/dt = u, dy/dt = v und dz/dt = w, ergibt sich die so genannte
Gleichung der Impulserhaltung in Eulerform:

U + UgU + Uy + U, W = —;px
1

Vg + Vg + VU + VW = —;py
1

Wi + Wz + Wy + W, W = ——P,

Im Wasser wirkt desweiteren die Schwerkraft auf die Partikel. Die y-Achse des Koor-
dinatensystems sei normal zur Wasseroberfliche und zeige aus dem Wasser heraus.
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Abbildung 2.1: Koordinatensystem der Eulergleichungen.
Im folgenden hat das Wasser konstante Tiefe h, die x-z-Ebene spannt die Wasseroberflidche
auf, die y-Achse steht senkrecht auf der Wasseroberfliche.

Die Schwerkraft (g = 9.81m/s?) wirkt in entgegengesetzter Richtung der Teilchenbe-
schleunigung und wird demnach der y-Komponente obiger Gleichung hinzugefiigt:

Ut + Uz U + Uy¥ + U, W = —;px
1
UVt + VyU + VU + VW = —;py —9g
1
Wi + Wyl + Wy¥ + W, W = ——P,

Die Massenerhaltungsgleichung und die Impulserhaltungsgleichung bilden nun ein
Differentialgleichungssystem aus vier Gleichungen fiir die vier Unbekannten u, v, w
und p.

In der dquivalenten Vektorschreibweise lauten die Gleichungen:

V-v=0
1
Vt+(V'V)V:—;Vp+F,

wobei F = (0, —g,0)7.

Es wurde immer angenommen, dass die Funktionen, z.B. v oder p, geniigend glatt
seien und damit bedenkenlos differenzierbar. Ist dies nicht der Fall, kann man die In-
tegralform der Erhaltungsgleichungen verwenden, die keine Differenzierbarkeit vor-
raussetzt [5].
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2.2.3 Einfithrung der Potentialfunktion

Nimmt man an, dass in einem Gebiet G die Rotation der Geschwindigkeit rotv =10
ist (Wirbelfreiheit), so folgt die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials ® mit
V® = v in G. (G heifit Gebiet, wenn G offen und zusammenhingend ist.) Die
Begriindung dieser Annahme folgt aus einem Theorem von Helmholtz [34]: Ist die
Stromung in einer nicht viskosen Fliissigkeit zu einem Zeitpunkt wirbelfrei, so bleibt
sie fiir alle Zeiten wirbelfrei. Speziell gilt dann fiir Wasserwellen in nicht viskosen
Medien, die aus dem Ruhezustand wirbelfrei erregt wurden, dass diese Wellenaus-
breitung niemals Turbulenzen aufweisen kann.

Die Eulerschen Bewegungsgleichungen kénnen dann auch mit Hilfe der Potential-
funktion ® ausgedriickt werden. Die Kontinuitétsgleichung transformiert sich in

A =Ppp + Py +P,, =0 (2.1)

Das Potential ® ist also eine harmonische Funktion. Die Impulserhaltung transfor-
miert sich zu

1
<I>t+§(u2+02+w2)+§+gy =0

1
q>t+§(<b§+®j+<b§)+§+gy =0 (2.2)

Hier geht die Annahme der Wirbelfreiheit rot v = 0 ein, desweiteren wurde einmal
integriert und die Integrationskonstante null gesetzt, was man ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit tun kann. Diese Gleichung ist bekannt als modifizierte Bernoulli-
gleichung.

Es sind nun zwei Gleichungen fiir die zwei unbekannten Gréflen ® und p zu l6sen.
Dabei bestimmt Gleichung (2.1) die Potentialfunktion ® und Gleichung (2.2) den
Druck p, wenn man schon eine Potentialfunktion bestimmt hat.

2.2.4 Randbedingungen

Zur eindeutigen Losung von partiellen Differentialgleichungen miissen sowohl Rand-
bedingungen als auch Anfangsbedingungen vorgegeben werden. Hier sei das Wasser-
volumen begrenzt durch einen festen Boden konstanter Tiefe y = —h (der Nullpunkt
der y-Achse liege auf der Hohe der ruhenden Wasseroberfliche) und durch die freie
Oberfliche y = n(z, z;t). In Richtung der x- und z-Achse gebe es keine Begrenzun-
gen.

Es wird angenommen, dass Teilchen, die sich einmal in der Grenzschicht befinden,
dort fiir alle Zeiten bleiben. Eine Randbedingung ist dann, dass die Geschwindigkeit
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der Randschicht gleich der Geschwindigkeit der einzelnen Partikel ist. Speziell an
einem festen Grund konstanter Tiefe h folgt aus v(x, —h, z;t) =0

¢, =0 firy = —h. (2.3)

Die anderen beiden Geschwindigkeitskomponenten v und w miissen am Boden nicht
verschwinden. Diese Bedingung wére nur im viskosen Fall relevant, denn dann kann
die Reibung der Partikel mit dem Boden nicht vernachlissigt werden. Fiir die freie
Oberfliche erhélt man durch Differentiation von y — n(x, z;t) nach ¢

dy dn(z, z,t)
— = = (b = -
e VT dt

Mit der Definition der Potentials folgt diese dquivalente Schreibweise:

=M + Nu + Nw.

Q,nmp — @y +Q,m, +m =0 fir y=n(x,z;t). (2.4)

Diese beiden Randbedingungen sind kinematischer Art. An der freien Oberfliche
muss noch eine Bedingung kinetischer Art erfiillt werden, und zwar muss auch dort
die Bernoulligleichung gelten, allerdings mit einem durch die Randbedingungen spe-
zifizierten Druck.

1 an .
cI>t+§(<I>§+<I>§+cI>§)+pRpd+gn:0fury:n(x,z;t) (2.5)

Ein konstanter Druck prqn.q = 0, der konstante atmosphérische Druck ist hier bereits
subtrahiert, ist der einfachst mégliche Fall. Beriicksichtigt man die Oberflichenspan-
nung, gilt in erster Ndherung

PRand = _T(nzz + nzz)
Die Oberflichenspannung 7T ist 72.7 X 107*N/m bei 20 Grad Celsius.

2.2.5 Linearisierung

Zur analytischen Behandlung der Gleichungen (2.1) und (2.3)-(2.5) fiir ® und 7
wird eine Linearisierung durchgefiihrt. Man beschrénkt sich im folgenden auf kleine
Auslenkungen n und Geschwindigkeiten v und kann dann die quadratischen Terme
vernachlissigen. Die Gleichung der Massenerhaltung (2.1) ist bereits linear:

Diese Gleichung bestimmt das Geschwindigkeitspotential und damit das Geschwin-
digkeitsprofil u, v, w. Auch die Randbedingung am festen Boden (2.3) ist linear:

¢, =0 fir y=-h

Die anderen beiden Randbedingungen werden durch Vernachléssigung der quadra-
tischen Terme linearisiert.
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Die linearen Terme der kinematischen Randbedingung (2.4) sind:
m—®,=0firy=0
Die Linearisierung der kinetischen Randbedingung fiir die freie Oberfliche (2.5) ist:

Prand

d, + +gn=0firy=0

2.3 Erweiterung der Eulergleichungen fiir viskose
Medien

Die Losungen der Eulergleichungen fiir nichtviskose Medien sind bei der Betrach-
tung von Wasser zwar eine gute Naherung, denn Wasser ist nur sehr schwach viskos,
es gibt aber Phinomene der Wellenausbreitung im Wasser, die aus der bisherigen
Beschreibung nicht ableitbar sind. Es handelt sich dabei speziell um das Dampfungs-
und Grenzschichtverhalten.

Viskositét ist ein Maf fiir die innere Reibung eines Mediums, auf molekularer Ebene
das Aneinanderhaften der einzelnen Molekiile.

Der Unterschied zum nicht viskosen Fall ist also eine weitere Kraft, die die Bewegung
der Wasserpartikel beeinflusst, die nicht normal zur betrachteten Oberflache ist. Galt
bisher, dass die Kraft, die auf ein Oberflichenstiick O wirkt, gleich

—/de:—/pndOz—/VpdV
v

o o

ist (vergleiche Abschnitt 2.2.2), so gelte nun fiir diese Kraft:

—/T-ndO:—/V-TdV.
v

o

Der Vektor n ist normal zur Oberfliche O. Das Matrix-Vektor-Produkt 7 - n steht
nicht mehr notwendigerweise senkrecht auf O, wird aber die senkrechten Kompo-
nenten beinhalten.

Der so genannte Spannungstensor 7 fiir inkompressible Fluide ist

Tex Tyr Tz
T=\ Tay Tyy Tay
Tez Tyz Tzz

mit den Eintrigen
Tez =P+ 2/1/&;5
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Tyy = P+ 210y

Tez = P+ 2pw,
Tay = Tye = M (Uy + V)
Tos = Too = 1 (Uz + Wo)
Toy = Tyz = p(Wy + ;) .

Hierbei ist p die dynamische Viskositétskonstante, 7., ist die y-Komponente der
Scherspannung, die in x-Richtung wirkt. Die Werte der Matrixeintrige sind die Fol-
ge einiger Annahmen, wie zum Beispiel der Symmetrie des Tensors oder der linearen
Abhingigkeit der Eintrige vom Geschwindigkeitsgradienten Vv [5].

In der Eulergleichung der Impulserhaltung

1
vt—l-(v-V)v:—;Vp—f-F

setzt man nun statt p den Tensor 7 ein. Zu berechnen ist also die Divergenz des
Tensors 7. Es ergibt sich

V.1 =Vp+ pAv.

Hier wurde die Inkompressibilitdtsbedingung verwendet, um das Ergebnis der Vektor-
Matrix Multiplikation V - 7 zu vereinfachen. Damit lautet die Eulergleichung der
Impulserhaltung

1
vi+ (v-V)v= —;Vp—H/Av—i-F,

wobei gilt: v = %. Diese Gleichung ist auch bekannt unter dem Namen Navier-
Stokes-Gleichung fiir inkompressible Medien. Desweiteren nennt man v die kinema-
tische Viskositéitskonstante. Bei 20 Grad Celsius gilt vy,o = 1.004 x 107%m?/s.

Die Beriicksichtigung der Viskositét fithrt zu weiteren Randbedingungen. War bisher
nur v-n = 0 an festen Grenzflichen gefordert, anschaulich heif}t das, keine Fliissigkeit
durchdringt die Begrenzung, so muss man nun fordern: v = 0 an der Grenzflache.
Diese so genannte ,no-slip“ Bedingung ist die Grundlage fiir das Entstehen von
Grenzschichten.

2.4 Losungen des linearisierten Systems

Es ist wesentlich einfacher, Losungen fiir die Wellenausbreitung in einer Richtung,
also ebene Wellen analytisch zu berechnen, als Losungen fiir die rdumliche Aus-
breitung, die man bei einer punktférmigen Anregung auch Ringwellen nennt. Daher
beschriankt man sich im folgenden zuniichst auf ebene Wellen.
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2.4.1 Ebene Wellen

Die Betrachtung von ebenen Wellen (®,7 = konst. in z-Richtung) erlaubt es, ei-
ne Dimension, hier sei es die z-Richtung, wegzulassen. Die Wasseroberfliche wird
jetzt nur durch die x-Richtung dargestellt, wobei die y-Achse weiterhin senkrecht
zur Wasseroberfliche steht.

Das zu 16sende linearisierte Gleichungssystem (2.1), (2.3)-(2.5) lautet in zwei Di-
mensionen wie folgt:

Dy + Dy 0 —h<y<0, —o<r<oo, t>0
o, 0 y = —h, —co<r<oo, t>0
n — Dy 0 y =0, —co<r<oo, t>0
T
q>t+g77_;77xx = 0 y:(], — 0 <z <00, t>0

fiir x — +o0 seien ®(z,y;t) und n(x;t) beschrinkt.

Es wurde dabei der Druck durch die Oberflichenspannung pgreng = —71',, in die
Randbedingung (2.5) eingesetzt. Die Annahme der Beschréinktheit im Unendlichen
der Losung folgt aus der physikalischen Anschauung: Eine Lésung, die ins Unendli-
che wéchst, ist aus Griinden der Energieerhaltung nicht sinnvoll.

Ein erster Ansatz ist eine Potentialfunktion, die harmonisch in der Zeit ist. Fiir
Wasser endlicher Tiefe erfiillt

® = Ae™* cosh(k(y + h))e™®

die Potentialgleichung, die Bedingung ®, = 0 fiir y = —h, und auch die Forderung,
dass ® beschrinkt sei fiir grole x. Eine Annahme ist dabei nur das harmonische
Zeitverhalten, die anderen Terme folgen aus einem Ansatz durch Trennung der Va-
riablen und der Notwendigkeit der Erfiillung der Randbedingungen. Die Beziehung
zwischen w und k£ und 7 miissen nun derart bestimmt werden, dass auch die beiden
Randbedingungen 7, — ®, = 0 und ®;+gn— %nm = 0 erfiillt werden. Aus der ersten
Bedingung folgt:

M= Pyly=0 = 0= n(z) = /(I)y dit|y=o
Setzt man ®, ein und integriert iiber ¢ ergibt sich
Ak -
n = —e™'sinh(kh)e™*?,
iw

Der rdumliche Mittelwert der Oberflaichenauslenkung 7 ist 0, da das Wasservolumen
konstant ist. Also folgt, dass die Integrationskonstante 0 ist. Setzt man dann 7 und
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® bzw. deren Ableitungen in die Randbedingung ®; + % + gn = 0 ein, und setzt
man y = 0, dann gilt:

. . A ATk ; ;
Aiwe™ cosh(kh)e*® + (ﬂ + —k> (e™'sinh(kh)e™**) =0
w iwp
Gekiirzt:
k Tk?
—w cosh(kh) + (_g + —) sinh(kh) = 0
W wp

und vereinfacht:

Tk?
w? = (kg + 7) tanh(kh),
als Dispersionsrelation fiir endlich tiefes Wasser.

Ist die Wellenlénge klein gegeniiber der Wassertiefe, kann man das Wasser theore-
tisch als unendlich tief modellieren. Die Randbedingung fiir die untere Begrenzung
der Fliissigkeit lautet dann:

o, =0 Y — 00

Eine Losung mit harmonischem Zeitverhalten ist hier
P = Aeiwtekyeikw_

Die Dispersionsrelation ergibt sich analog obiger Berechnungen zu

Abbildung 2.2 zeigt die Dispersionsrelation, genauer den funktionalen Zusammen-
hang zwischen w und k, einmal bei unendlicher Wassertiefe und einmal bei einer
Wassertiefe von 8cm. (Viele Verhaltensversuche mit Xenopus finden bei Wasser-
tiefen dieser GréBenordnung statt.) Man kann erkennen, dass eine Abweichung der
exakten Dispersionsrelation fiir Wasser endlicher Tiefe von der Dispersionsrelation
fiir unendlich tiefes Wasser bei diesen Parametern nur fiir Frequenzen unterhalb von
w = 15, das sind weniger als 3 Hz, relevant ist. Derart kleine Frequenzen werden in
den Verhaltensexperimenten selten verwendet.

Abbildung 2.3 zeigt die verbreitetste Darstellung der Dispersionsrelation, hier fiir
Wasser unendlicher Tiefe. Sie stellt die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = ¢ in Ab-
héngigkeit der Wellenléinge A = 27” dar. Bemerkenswert ist die Existenz einer mini-
malen Ausbreitungsgeschwindigkeit von ¢ = 23 cm/s.

Signifikant ist auch die Dampfung der Amplitude mit der Wassertiefe. Die Welle
wird gedimpft mit dem Faktor e Das bedeutet eine Zunahme der Dampfung
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Abbildung 2.2: Dispersionsrelation.

Vergleich der Dispersionsrelation bei unendlicher Wassertiefe und bei fester Wassertiefe
von 8cm. Auf der y-Achse ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ aufgetragen, auf der
x-Achse die Wellenzahl k.
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Abbildung 2.3: Dispersionsrelation.
Auf der y-Achse ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ aufgetragen, auf der x-Achse die
Wellenlénge .
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Abbildung 2.4: Tiefenddmpfung.
Dampfung der Amplitude mit der Wassertiefe fiir einige Frequenzen.

sowohl mit der Wassertiefe als auch mit der Wellenzahl und somit der Frequenz.

Zur Veranschaulichung der Wellenausbreitung kann man das Geschwindigkeitsfeld
in einem Wasservolumen und die daraus resultierenden Stromlinien und die Bahnen
einzelner Partikel betrachten. Sei mit

® = Asin(kx — wt)e?
die Potentialfunktion einer ebenen, fortschreitenden Welle gegeben, dann folgt
u= &, = Ak cos(kx — wt)e,

v =, = Aksin(kz — wt)e".

Das Vektorfeld der Geschwindigkeit zu einem festen Zeitpunkt zeigt Abbildung 2.5.
Nur bei stationdren Strémungen, also Strémungen mit zeitunabhéngigem Geschwin-
digkeitsfeld, stimmen die Stromlinien, die ein Integral iiber das Geschwindigkeitsfeld
sind, mit den Teilchenbahnen iiberein. Die Teilchenbahnen einer Oberflichenwelle
sind kreisformig bei Wasser unendlicher Tiefe oder ellipsenférmig bei Wasser kon-
stanter Tiefe [33].

2.4.2 Dampfung durch Viskositét

Bisher wurden nur ebene Losungen der Eulergleichungen ohne Viskositdtsterm be-
rechnet. Das heiflt, die Wellenausbreitung wurde als reibungslos angenommen. Keine
Energie geht bei der Ausbreitung verloren, demnach sind die Wellenamplituden einer
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Abbildung 2.5: Geschwindigkeitsfeld.

ebenen Welle mit der Zeit nicht geddmpft. In realen Fliissigkeiten treten verschiede-
ne Dadmpfungsphénomene auf. Wichtig sind hier Grenzschichtphénomene und innere
Reibung. Die Auswirkung der inneren Reibung auf die Gesamtenergie und damit auf
die Amplituden kann mit einer Methode von Stokes berechnet werden. Man geht
davon aus, dass durch innere Reibung Anteile der Gesamtenergie verloren gehen.
Betrachtet man dann ein Wasservolumen, muss ausgeschlossen werden, dass weitere
Energie verloren geht. Dafiir nimmt man an, dass der Boden des Wasservolumens
sich der Teilchenbewegung des Wassers anpasst, er soll also sozusagen mitschwin-
gen. Am Boden geht dann keine Energie durch Reibung verloren. Berechnet wird
schliefllich die Arbeit, die aufgebracht werden muss, um das Wasservolumen in einer
Schwingung konstanter Amplitude zu halten. Diese Energie ist genau die, die durch
Reibung verlorenging.

Energie

Zur Vereinfachung wird die Oberflichenspannung vernachléssigt. Man berechnet die
Gesamtenergie einer sich reibungslos ausbreitenden Wasserwelle. In jedem nichtdis-
sipativen physikalischen System setzt sich die Gesamtenergie aus kinetischer und
potentieller Energie zusammen. Der allgemeine Ansatz der kinetischen Energie in
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einem Volumen V' lautet:
Eyin = %P/(VQ)QdV,
v
wobei V® = v die Geschwindigkeit ist. Beriicksichtigt man, dass die Kontinuitéts-

gleichung A® = 0 erfiillt ist, und wendet man den Satz von Gaufl an, kann man wie
folgt umformen:

1
Byin = 5p / [(V®)* + ®AD]| dV

- %p/v  (@V®)dV

1
- ép?{q)V(I)dO

= %p%@Vn(I) doO

Hier ist V,,® = V®-n, und n ist ein Vektor, der senkrecht auf der Oberfléche steht.
Es ist also V,,® die Richtungsableitung in Normalenrichtung. Das Oberflicheninte-
gral hat in diesem Fall zwei Anteile. Der Anteil der unteren Begrenzung des Wasser-
volumens verschwindet, denn V,,® = 0 fiir y = —h. An der freien Wasseroberfliche
gilt V,@|,—p = ®y|y=0 = m:. Es ergibt sich fiir die kinetische Energie pro Einheits-
volumen V/

— = =Dy, 2.6
v 9 Ur (2.6)
Benutzt man die Losung der stehenden Welle der Eulergleichung, weifl man, dass
¢ = %@y gilt, und aus der linearisierten Eulergleichung folgt ¢y|y:0 = 1;. Die

kinetische Energie pro Einheitsvolumen kann somit umgeformt werden zu

Eyin P o
v ok

Ahnlich leitet man die potentielle Energie her. Allgemein gilt

Epot = p/gydv
14

Es wird hier die potentielle Energie pro Einheitsvolumen V' berechnet und dann die
Ruheenergie E,, o abgezogen:

n

Epot 1 2 2
= dy = — —h

% p/gy y=5p9(n° —h°)

—h

0

EpotO / 1 2

222 = dy = —=pgh

v p | gyay 2'09
—h



2.4. LOSUNGEN DES LINEARISIERTEN SYSTEMS 27

Durch Integration ergibt sich fiir die potentielle Energie pro Einheitsvolumen

Epot 1 2
v oPIm
Nun kann man die beiden Energieanteile zur Gesamtenergie pro Einheitsvolumen

addieren. E 1

£ _L1 o, P 2
v 29977 + ok Tl
Wieder verwendet man eine einfache Losung der linearisierten Eulergleichung fiir
die Oberflachenauslenkung. Eine Losung fiir harmonische fortschreitende Wellen ist
n = asin(wt — kz). Setzt man diese in die Energieformel ein und nutzt die Disper-

sionsrelation fiir Schwerewellen w? = kg, gilt fiir die mittlere Gesamtenergie pro

Einheitsvolumen
FE 1 9
o/ 2pga ’

Wieder werden die linearen Eulergleichungen fiir ebene Wellen verwendet, allerdings
die erweiterte Form fiir viskose Medien.

Amplitudendimpfung

1

Uy = ——py— VvAu
1

vy = ——py — VAV
P

In nichtviskosen Medien tritt theoretisch keine Amplitudenddmpfung auf, und zwar
wegen der fehlenden inneren Reibung. Die Dampfung soll ausschliefllich aus der
inneren Reibung resultieren, es wird deshalb eine vereinfachende Annahme gemacht.
Diese wurde von Stokes vorgeschlagen, um die Reibung am Boden verschwinden zu
lassen: Der Boden bewege sich mit den Partikeln mit. Es stellt sich nun die Frage,
wieviel Kraft auf die Oberfliche ausgeiibt werden muss, um den Energieverlust durch
Reibung zu kompensieren. Die aufzuwendende Kraft pro Einheitsfliche erhélt man
aus den Tensoreintriagen:

Tyy = P+ 200y = p + 2u®y,
Tye = WUy + V) = 2uPyy,

Die Tensoreintrége 7,. sind die Komponenten der Scherkraft, die in y-Richtung wir-
ken. Um eine konstante, ungedimpfte Amplitude beizubehalten, muss genau dieser
Kraft entgegengewirkt werden. Es muss also eine Kraft auf die Einheitsoberfliche
aufgebracht werden, ndmlich

= (2u@gy, 21Dy, 0).

Ql =
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Das Potential & existiert nicht fiir rotatorische Geschwindigkeitsfelder. Das Ge-
schwindigkeitsfeld wird hier durch die Anwendung der Kraft wirbellos gehalten,
deshalb kann man die Existenz von ® annehmen. Durch Anwenden dieser Kraft
wird Leistung, also Arbeit pro Zeiteinheit, auf der Einheitsoberfliche erbracht

F
=Vao- o) =2uP, P,y + 219, Dy,
y=0

Ql=

L
O—V

y=0

Der Durchschnitt dieser Leistung wird gebraucht, um eine ungeddmpfte Ausbreitung
zu erreichen. Die Idee von Stokes ist, dass bei einer gedampften Ausbreitung genau
diese Energie pro Zeiteinheit verloren geht.

Verwendet man die bekannte Losungsstruktur, speziell ®,, = k?® und < &, >=
k < ® >, so vereinfacht sich der Durchschnitt < P > der Leistung P zu

P\ 4k @)\ /B, E
L =0\ _ hin \ _ g 2 [ Boes \
<0>< 0 sk (5 ) = ()

Hierfiir wurde Formel (2.6) fiir die Energie verwendet und ausgenutzt, dass die
kinetische Energie im Mittel die Hélfte der Gesamtenergie ausmacht. Fiihrt man
eine zeitabhiingige Energie F(t) ein, erfiillt diese die Differentialgleichung

E'(t) ~ — < P(t) >= —4vk’E(t),

die gelost wird durch
E(t) — 674I/k2tE0

Man nehme nun ndherungsweise an, dass sich die Zeitabhingigkeit der Energie auf
die Oberflichenauslenkung, und zwar nur auf die Oberflichenauslenkung, nicht etwa
auf die Struktur der Losung, iibertréigt, dann ist E(t) = 1/2pga(t)?. Durch Gleich-
setzen erhilt man

a(t) = age ¥t
Man kann noch einige Umformungen an a(t) vornehmen. Es gilt t = r/c und k =
27 /A, und damit:

—8ur2r

a(t) = age™ 3%

In dieser Form wird die Oberflichenddmpfung von Bleckmann [3] zitiert. Durch
Vergleich mit experimentellen Daten hélt er allerdings

—16UW2T

a(t) = ape™ 22

fiir wirklichkeitsndher. Abbildung 2.6 zeigt die Ddmpfung fiir ausgewihlte Frequen-
zen in Abhéngigkeit von der Entfernung von der Quelle.
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Abbildung 2.6: Didmpfung durch innere Reibung.
fiir einige Frequenzen. Hochfrequente Wellen werden sehr stark gedampft.

2.4.3 Ringwellen

Von Ringwellen spricht man bei einer punktférmigen Anregung und der daraus
resultierenden ringférmigen, radialsymmetrischen Ausbreitung der Welle. Analyti-
sche Losungen konnen nur mit Bessel-Funktionen ausgedriickt werden. Einfach ab-
zuschétzen ist lediglich die Ddmpfung der Amplitude, bedingt durch die Verteilung
der Energie, die anfangs auf einen Punkt konzentriert war, auf einen Kreisbogen.
Man erkennt, dass die Amplitude wie 7~ '/2 abfallen muss, denn eine Energie F,
in einem Punkt verteilt sich auf den Kreisbogen der Linge 27r, wobei die Energie
quadratisch in der Amplitude ist. Abbildung 2.7 erweitert Abbildung 2.6 um die
Dampfung durch die radiale Ausbreitung.
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Abbildung 2.7: Ddmpfung.
fiir einige Frequenzen durch rdumliche Ausbreitung und innere Reibung.



Kapitel 3

Lineares Modell

3.1 Herleitung des Modells

3.1.1 Berechnung des Wellenfeldes am Frosch

Der erste Schritt der Modellierung ist die Berechnung der Wellenform, das heifit
entweder die Auslenkung der Wasseroberfliche oder die Partikelgeschwindigkeit der
Wasserteilchen am Ort der Seitenlinienorgane des Frosches bei vorgegebenem Ab-
stand, Winkel und Art der Erregung, basierend auf einer ebenen Wellenausbreitung.
In den Experimenten wird eine Oberflichenwelle durch die Auf- und Abbewegung
eines kleinen Zylinders oder einem Luftstrom, der die Wasseroberfliche deformiert,
erzeugt. Der Abstand der Erregung von der Korpermitte des Frosches liegt im Be-
reich von 2 bis 14 Zentimetern. Es werden dabei sowohl einfache sinusférmige Wel-
len mit vorgegebener Amplitude und Frequenz erzeugt, als auch Uberlagerungen
von zwei Sinusschwingungen, einer hochfrequenten und einer niederfrequenten. Im
natiirlichen Umfeld des Frosches haben Wellen, die durch ein Beutetier ausgelost
werden, ein breites Spektrum und vor allem hochfrequente Anteile. Niederfrequente
Anteile einer Oberflichenwelle entstehen durch Wind, Regen oder aquatische Lebe-
wesen und iiberlagern die hochfrequenten Beutewellen.

Um die Wellenform in einer Entfernung r einer Erregung beliebiger Form zu be-
rechnen, wird das Wasser als lineares, zeitinvariantes System modelliert. Dies ist
zuléissig, solange die Auslenkungen klein sind, denn in diesem Fall gelten die lineari-
sierten Eulergleichungen. Man sucht die Ubertragungsfunktion bzw. die Impulsant-
wort dieses Systems. Die Impulsantwort h(¢,r) =: h(t) ist definiert als die Antwort
eines linearen, zeitinvarianten Systems bei Anregung mit einem Dirac-Impuls 6(¢).
Die Ubertragungsfunktion H(w,r) =: H(w) ist die Fouriertransformierte dieser Im-
pulsantwort h(t). Das heifit

H(w) = / h(t)e—dt.

31
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Mit Hilfe der Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich H(w) bzw. der Impulsant-
wort im Zeitbereich h(t) ist das Verhalten eines linearen, zeitinvarianten Systems
eindeutig beschrieben [37].

Um die Systemantwort bei beliebiger Anregung z(t), also die Wellenform in einem
Abstand r, zu berechnen, gibt es zwei Moglichkeiten: Hat man die Impulsantwort
h(t) vorliegen, so fiihrt die Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort zum
Ausgangssignal y(t).

y(t) = h(t) % 2(t) = / h(t — )2 (r) dr

—0oQ

Andererseits entspricht die Faltung im Zeitbereich einer Multiplikation im Frequenz-
bereich, man kann also auch das Spektrum des Eingangssignals X (w) mit der Uber-
tragungsfunktion H (w) multiplizieren und dann dieses Produkt Y (w) = H(w)X (w)
riicktransformieren, um die Antwort y(¢) im Zeitbereich zu erhalten. Die Definition
der Riicktransformation ist:

Allgemein, fiir jede komplexe Funktion, gilt
H(w) = |H(w)|e tarsHw),

Dabei wird |H (w)| als Ddmpfung bzw. Verstirkung interpretiert und arg(H (w)) als
Phasenverschiebung eines harmonischen Eingangssignals der Frequenz w.

Eine sich ausbreitende, ebene Wasserwelle wird durch die Viskositdt des Wassers
geddmpft (siehe Abschnitt 2.4). Desweiteren ist die Erregung des Rezeptors mit
dem Cosinus des Auftreffwinkels & der Welle geddmpft. Das wird beriicksichtigt mit
folgender Wahl von |H|:

[H(w)] = Ho cos(§)e™ 3 70
Hierbei ist Hy, die Amplitude an einem Referenzort 7y, A die Wellenlinge, ¢ die
Ausbreitungsgeschwindigkeit,  der Abstand vom Erregungszentrum und v die Vis-
kositétskonstante.
Ein signifikanter Unterschied zwischen der ebenen Welle und der Ringwelle ist die
Dampfung der Ringwelle mit dem Abstand zur Erregung durch den Faktor 1/4/r,
bedingt durch die Verteilung der Gesamtenergie auf den Kreisbogen. In der Ubert-
ragungsfunktion kann der Dampfungsfaktor zur Approximation der Ringwelle ein-
gefiigt werden.
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|1{(w)|::f¥ocos(§)»/2§e—l%£—0=¢o)
T

Diese Formel ist eine Approximation fiir geniigend grofies  (r > 2 c¢cm, nach [3]). Die
Phasenverschiebung einer sich ausbreitenden sinusférmigen Welle lautet:

arg(H (w)) = k(r — ro),

denn arg(H(w)) = wAt = w™' = k(r — r). Um sowohl die Oberflichenddmpfung
als auch die Phasenverschiebung frequenzabhiingig zu schreiben, benétigt man den
Zusammenhang zwischen der Wellenzahl £ und der Kreisfrequenz w. Dieser ist durch
die Dispersionsrelation, wie sie in Abschnitt 2.4.1 hergeleitet wurde, gegeben.

s g Tk

==+ —

ko p
g ist die Gravitationskonstante, 7' die Oberflichenspannung und p die Dichte des
Mediums. Verwendet man noch die Identitit k£ = 27”, so kann man die Amplitu-

denddmpfung und die Phasenverschiebung frequenzabhéngig schreiben:

v 3 w
H (o, )] = Ho cos(e) | e 5 (3.1)

arg(H(w,r)) = k(w)(r — 7o), (3.2)

wobei k(w) implizit durch die Dispersionsrelation w? = gk(w) + %@3 gegeben ist.
Die Ubertragungsfunktion in dieser Form berechnet die Oberfliichenauslenkung,
geddmpft durch die Richtungspréiferenz eines Rezeptors, bei Auslenkung der Ober-
fliche am Punkt der Erregung. Die Rezeptoren sind aber Geschwindigkeitsrezepto-
ren. Um aus der Oberflichenauslenkung der Welle am Ort des Rezeptors die Ge-
schwindigkeit am selben Ort zu berechnen, folgen die Transformationen aus den

Eulergleichungen:

k

u=<I>m:g—77
w

—gk

:@ = —
Y W

In Gleichung (3.1) ist dann Hy durch hy% bzw. ho=2 zu ersetzen.

Auch kann der Ubertragungsfunktion ein weiterer Dimpfungsterm e*®)? fiir die
Tiefenddmpfung hinzugefiigt werden, wenn man Rezeptoren in unterschiedlichen
Wassertiefen d betrachten mochte.

Dieser Ansatz der Ubertragungsfunktion ist eine Approximation in vielerlei Hinsicht.
Es werden Losungen fiir ebene Wellen fiir ein Ringwellenproblem verwendet, und
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diese Losungen werden miteinander kombiniert. Desweiteren ist die Dampfungsfor-
mel nur eine Approximation. Auflerdem wurde in der Dispersionsrelation unendlich
tiefes Wasser angenommen, in den Experimenten und im natiirlichen Lebensraum
des Frosches ist das Wasser aber oft relativ flach.

Eine weitere Vereinfachung ist die Vernachlissigung einer Grenzschicht zwischen
Froschoberfliche und Wasser. Diese Grenzschicht ist in Experimenten wenig unter-
sucht worden, hat aber theoretisch Einfluss auf Dadmpfung und auf Phasenverschie-
bung einer sich ausbreitenden Welle.

Die oben hergeleitete Ubertragungsfunktion beschreibt nun ausschlieBlich die Wel-
lenausbreitung. Gegeben ist eine Anregung, durch die Ubertragungsfunktion wird
der am Seitenlinienorgan vorhandene Wellenreiz berechnet. Die Ubertragungsfunk-
tion kann aber erweitert werden, und dann nicht nur die Wellenausbreitung, sondern
auch die mechanischen Eigenschaften des Rezeptors beriicksichtigen. Eingangsfunk-
tion ist dann wieder die Oberflichenauslenkung am Ort der Erregung, Ausgangs-
funktion jetzt aber die Auslenkung der Cupula oder sogar die Auslenkung der Haar-
zellen des Rezeptors. Experimentelle Untersuchungen zur Cupulamechanik wurden
von Kalmijn [21] durchgefiihrt. Er beschreibt die Cupula niherungsweise als harmo-
nischen Oszilllator.

. . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800
Zeitin ms

Abbildung 3.1: Impulsantwort h(t,r) fiir r = 12 cm.

Die Fourierriicktransformation der Ubertragungsfunktion H (w, r) ist analytisch nicht
mehr moglich, unter anderem deshalb, weil k(w) Losung eines Polynoms dritten
Grades ist. Deshalb muss die Fourierriicktransformation h(¢,r) numerisch berech-
net werden. Eine effiziente Moglichkeit ist der FFT-Algorithmus, der z.B. in Matlab
[28] zur Verfiigung steht. Eine Impulsantwort fiir = 12cm ist in Abbildung 3.1
dargestellt. Diese Impulsantwort h(t;, ) liege nun zeitdiskret vor. Diskretisiert man
auch das Eingangssignal z(¢;), kann man das Faltungsintegral als Faltungssumme
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approximieren:

y(t) = /h(t —7)z(7) dr

y(t;) = Zh(tj — 7i)x(Ti) AT

Die Schrittweiten der Diskretisierung seien dquidistant und A7 = At.
In Matrix-Vektorschreibweise gilt

y = Hx,

wobei H = At (h;;); ; eine im Allgemeinen nicht quadratische Matrix ist mit gleichen
Eintrégen in jeder Unterdiagonalen. Es gilt

hiy = Ath((i - j)AY),

y= (y(to)a R y(tn))
und
x = (z(ty),...,z(tm)) -

Ist nun die die Eingangsgrofie z(t) bekannt, x(¢) ist z.B. die Oberflichenauslenkung
am Wellenerregungspunkt, so kann man durch Diskretisierung und Multiplikation
mit der Matrix H eine Diskretisierung der Ausgangsgrofle y(¢) berechnen, in die-
sem Fall die Oberflichenauslenkung an einem anderen Ort. Dabei berechnet man
die Matrix H aus der diskretisierten Impulsantwort h(t;,r), wobei r der Abstand
zwischen Quelle und betrachtetem Punkt ist, hier also der Abstand zwischen der
Quelle und dem betrachtetem Seitenlinienorgan des Frosches.

3.1.2 Rekonstruktion der Wellenform

Die Grundlage der nachfolgenden Modelle ist die Umkehrung des obigen Problems,
die ,Invertierung“ der Matrix H. Im einfachsten Fall soll die Welle von einem Sei-
tenlinienorgan rekonstruiert werden, bekannt ist also der Vektor der Diskretisierung
y(t) und gesucht ist der Vektor der Diskretisierung von z(t). Vorausgesetzt wird ein
bekannter Abstand r zwischen Erregung und Seitenlinienorgan. Desweiteren soll das
Seitenlinienorgan so gedreht sein, dass es maximal empfindlich ist, im Allgemeinen
also senkrecht zur auftreffenden Welle liegt. Gesucht ist eine Matrix S mit X = Sy,
so dass F (||Sy — x||?), der Erwartungswert des quadratischen Fehlers, minimal ist,
wobei y = Hx + n sei. Hierbei ist n ein mittelwertfreies, gaufiverteiltes, von x un-
abhéngiges Rauschen mit Standardabweichung o,. D.h. <n; >=0, < n;n; >= d;;0
und < z;n; >= 0. Bei gaufiverteiltem Rauschen ist die optimale Rekonstruktion
linear. Es gilt
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S = argmin E (||S(Hx +n) —x|J°) =
S
= argmin F (XTHTSTSHX +xTH?S"Sn — x"H?'S"x + nTSTSHx+
S
+n7STSn — n”STx — x"SHx — x"Sn + XTX)

Wegen der Linearitdt des Erwartungswerts und der Mittelwertfreiheit und Un-
abhéngigkeit des Rauschsignals n fallen einige Terme weg:

S = argmin E (XTHTSTSHX — xTHTSTx + nTSTSn — xT"SHx + XTX)
S

Aquivalent dazu ist:

d
EE (XTHTSTSHX —x"H"S"x + n"S"Sn — x"SHx + XTX) =0
Die Ableitung % ist zu verstehen als die Ableitung nach jeder einzelnen Komponente
V'OII; S = (s45). Mit £a”Sb = ab”, -£a”S"b = ba” und -La”S”Sb = 2Sba’ ergibt
sich:

E (2SHxx"H" — 2xx"H" + 2Snn”) =0

x ist ein vorgegebenes Eingangssignal, die Varianz von x ist also bekannt und wird
mit o2 bezeichnet. Desweiteren ist z; unabhingig, d.h. < x;ix; >= 0;j04. Die Varianz
von n ist als o) gegeben. Per Definition ist o := 2=:

SHH” +So> —H" =0

oder dquivalent
(HH” + o’ T)ST = H

ist zu l6sen, um eine Matrix S zu erhalten, die das verrauschte lineare Ausgleichs-
problem optimal 16st. Fiir o = 0 und HH” invertierbar gilt

S=H"(HH")'=H",

wobei H* die Pseudoinverse bezeichnet. Ist HH” nicht invertierbar, so ist die Losung
des linearen Ausgleichsproblem mehrdeutig. Die Pseudoinverse ist nicht mehr einzi-
ge Losung.

Auf den Algorithmus zur numerischen Berechnung der Inversion S wird im néchsten
Abschnitt dieses Kapitels eingegangen. Eine explizite Berechnung der Inversen einer
Matrix ist ineffizient (O(dim®)), und die Losung des obigen Gleichungssystems fiir
jede einzelne Zeile von S ist zudem schlecht konditioniert. Eine Lésung S kann aber
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durch einen Umweg iiber den Frequenzbereich, ohne vorherige Bestimmung der Ma-
trix H aus den Ubertragungsfunktionen berechnet werden.

Das Inversionsverfahren ist unabhéngig von der Anzahl der Rezeptoren, die zur
Rekonstruktion verwendet werden sollen. Soll die Rekonstruktion von einem Sei-
tenlinienorgan durchgefiihrt werden, wird die Matrix H, wie oben diskutiert, aus
der Impulsantwort gebildet. Der Vektor x ist eine zeitliche Diskretisierung der Er-
regungsauslenkung, der Vektor y ist eine zeitliche Diskretisierung der Auslenkung
am Ort des betrachteten Rezeptors. Sollen mehrere Rezeptoren zur Rekonstrukti-
on verwendet werden, wird der Vektor y aus Untervektoren y; zusammengesetzt.
Diese Untervektoren beschreiben den zeitlichen Verlauf der Wellenform am i-ten
Seitenlinienorgan. Es ist

Y1
y= : ;
Yn
wobei y; = H;x. Es ist H; die Matrix, die aus der i-ten Impulsantwort gebildet
wird. Die Impulsantworten unterscheiden sich durch die Wahl des Abstandes 7;,

mit anderen Worten durch den unterschiedlichen Abstand der Rezeptoren von der
Reizquelle. Definiert man die Matrix H durch

H,
H=1 : [,
H,

lésst sich die Berechnung des Wellenfeldes am Frosch am Ort mehrerer Rezeptoren
ebenfalls als
y = Hx

schreiben und der Inversionsalgorithmus zur Rekonstruktion der Quelle wird auf die
zusammengesetzte Matrix H angewendet. Im Fall o = 0:

H, \ "

H,
3.1.3 Modell zur Richtungsbestimmung

Es sei nun angenommen, dass ein Wellenfeld an den Rezeptoren bekannt ist, unbe-
kannt ist aber die urspriingliche Richtung des Reizes und die urspriingliche Form
des Reizes. Formal ist also der Operator H und der Vektor x, auf den H angewendet
wurde, unbekannt, der Vektor y ist gegeben. Es gibt also einen ,richtigen“ Rekon-
struktionsoperator S, der aus der Inversion der Matrix H entstanden ist und fiir den
die Rekonstruktion x = Sy optimal ist. Schliefit die Verbindung zwischen Erregung
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und einem ausgezeichneten Punkt mit der Senkrechten durch diesen Punkt einen
Winkel 9* ein und hat die Erregung einen Abstand * vom ausgezeichneten Punkt,
so werden die Operatoren als Hy« ,- und als Sy- ,- bezeichnet.

Im Voraus wird nun ein Ensemble von Operatoren S, berechnet (1,7) € H x R.
Dafiir werden zuerst die Matrizen H,, aus den Untermatrizen der einzelnen Re-
zeptoren zusammengesetzt. Dabei bestimmen 1, r und die Geometrie der Rezepto-
renanordnung die Absténde r = (r;...r,) der einzelnen Rezeptoren von der Erre-
gungsquelle. Dann wird Sy, aus Hy, durch oben beschriebenes Inversionsverfahren
berechnet und gespeichert.

Wendet man nun nacheinander (oder parallel) alle gespeicherten Rekonstruktions-
operatoren S auf das gegebene Wellenmuster y an, so berechnet man eine , Kar-
te“ von Rekonstruktionen {%Xy.|(¢,7)}. Die ,beste” Rekonstruktion muss nun aus-
gewihlt werden, wobei ,beste“ noch sperzifiziert werden muss. Der Index (¢*,r*)
dieser ausgewéhlten Rekonstruktion ist dann Richtung und Abstand der Erregungs-
quelle.

Vernachliissigt man in der Ubertragungsfunktion die Démpfung und beriicksichtigt
nur die Phasenverschiebung, kann man bei gegebener Geometrie der Anordnung an-
nehmen, dass die Rekonstruktion maximaler Amplitude die ,,beste“ Rekonstruktion
ist, also die Rekonstruktion, die bei einer geniigend grofien Anzahl von Rezeptoren
die richtige Reizrichtung bestimmt.

3.2 Numerische Durchfiihrung

3.2.1 Losung des Gleichungssystems im Fourierbereich

Ziel ist es, das Gleichungssystem (HH” + 0?I)ST = H fiir S = (s;;) effizient zu
l6sen, wobei die Matrix H von bekannter Struktur ist. Zur Vereinfachung sei H =
(hij) vorerst nur ein Block einer Matrix fiir mehrere Rezeptoren bzw. eine Matrix
zur Berechnung der Wellenform an einem Seitenlinienorgan. Das Gleichungssystem
(HH" + 0%1)S” = H in komponentenweiser Schreibweise lautet

Z (Z hijhi; + 5ik02) sip = hy 1,1 fest.

k J

Hierbei ist ¢;; als Kroneckerdelta zu verstehen. Aus der Definition von H in Ab-
schnitt 3.1.1 folgt h;; = Ath ((i — j)At) =: At h;_j, h(t) ist die Impulsantwort. In
das Gleichungssystem eingesetzt, ergibt sich:

Z (Z(At)2hi—jhk—j + 5ik02> Sk = At hz’—l Z,l fest

k J



3.2. NUMERISCHE DURCHFUHRUNG 39

Zuerst wird gezeigt, dass auch S eine Bandmatrix ist und demnach fiir die Kom-
ponenten gilt s;; = s;4rk4y, fiir alle f, fiir die sowohl [ + f als auch k + f in der
Indexmenge der Matrix liegen. Es gilt:

Z (Z(At)2hijhk+fj + 5i,k—|—fa2> Sl+fk+f = At h}iflff i,l fest

k J

Nach Einfiihrung neuer Indizes j' := j — f und ¢ := i — f gilt:

Z (Z(At)2hi1_jhk_jl + 5i’+f,k+f02> SI+fk+f = At hi'_l i,,l fest

k 4!

Es ist 0jr4fk+p = 0y k. Damit ist s;1 744 Losung des selben Gleichungssystems wie
i, es folgt si4 ¢t f = 1 fiir alle [, k und f. Somit ist auch S eine Bandmatrix und
fiir die Elemente von S gelte s, = Ats((l — k)At) =: At s;_g, was ins Gleichungs-
system eingesetzt werden kann.

Z (Z(At)zhi—jhk—j + 5z’k02> Si—p = hiy 1,1 fest

k J
Um den Ausdruck zu vereinfachen, werden wieder neue Indizes eingefiihrt. Es sei
T:=t—lund t:=1—k.

Z (Z(At)2h7+l—jhl—t—j + 5T+l,l—t02) s¢=h; 7,1 fest

t J

Und dann nocheinmal j* :=1—j

Z (Z(At) h7-+]*h]*,t —+ 5T+ll t0 ) T T,l feSt

t 3*

Damit fallt [ aus der Gleichung heraus.

Z (Z(At)zhrr_m ]*—t+5r tO') 7— T fest

t 7*

Man sieht, dass At Zj* hrtjehjs_t = corrp,((7 + t)) eine Diskretisierung der Auto-
korrelationsfunktion corrpy(t) von h(t) an der Stelle (T + t)At ist. Darauthin kann
man At Y, corrp,((T + t))s; = COITeorr,, ((t4r)),s: (T) als Kreuzkorrelationsfunktion
der Autokorrelationsfunktion mit s identifizieren.
Desweiteren ist Zta Or, 15t = ALY 0 257” i 5, eine Diskretisierung der Kreuzkorre-
lationsfunktion o?corrs,, . s, (7). Man erhalt dann

COITCOIT i (t47),: (T) + O'QCOI'I'(;t_H_,St (1) = h,
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Diese Zeile wird fouriertransformiert und ergibt

(H(w)H(w) +0*)S(w) = H(w),
wobei H das komplex konjugierte von H ist. Das Gleichungssystem fiir einen Re-
zeptor lisst sich somit im Frequenzbereich einfach 16sen. Fiir o # 0 gilt
H(w)
H(w)H(w) + 02"

S(w) =

Ist 0 = 0, ergeben sich wiederum Mehrdeutigkeiten in der Losung, denn fiir H (w) =
0 ist S(w) frei wahlbar. Nach Riicktransformation von S(w) in den Zeitbereich wird
die Bandmatrix S aus der Funktion s(t) gebildet. Es gilt s;, = Ats (({ — k)At).

Im Fall von mehreren Rezeptoren ist die Struktur der Matrix
H,

H= :
H,
komplizierter. Es galt fiir das Wellenfeld am Frosch

y1
y = : = Hx,
Yn

H ist aus Untermatrizen aufgebaut, das Produkt der beiden Matrizen H und H” ist
eine Blockmatrix, mit Blécken H;HY. Das Gleichungssystem (HH" + ¢I)S” = H
komponentenweise zu schreiben, ist dann aufwendiger, die Rechnung ist aber analog
zum obigen Fall. Als Losung erhélt man aber nun Gleichungssysteme fiir jedes w,
mit der Dimension der Anzahl der Seitenlinienorgane fiir S(w) im Frequenzbereich:

Z(Hk(w)[_{z(w) + 026ik)§i(w) = Hk(W) k=1...n
i=1
Das Gleichungssystem ist analytisch 16sbar. Durch Einsetzen kann man verifizieren,

dass _
Hi(w)

Y [Hi(w)[? + 0”

das Gleichungssystem losen. Fiir die Rekonstruktion % gilt dann

Sp(w) = (3.3)

X =Sy

mit S = (S;...S,). Dabei bezeichnen S; die Matrizen, die aus S;(w), durch Riick-
transformation in den Zeitbereich zu s;(t), gebildet wurden.
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3.2.2 Modell im Fourierbereich

Zur Steigerung der Effizienz des numerischen Modells (zeitaufwendig sind die Matrix-
Vektor Multiplikationen, die bei der Faltung von z.B. Erregungsfunktion und Impuls-
antwort notwendig sind) kénnen die Berechnungen im Fourierbereich durchgefiihrt
werden. Der erste Schritt ist wieder die Wellenform am Ort der Seitenlinienorgane
des Frosches zu berechnen. Transformiert wird jetzt jedoch schon die Eingangserre-
gung #(t) in den Frequenzbereich zu X (w) und nicht die Ubertragungsfunktion H (w)
in den Zeitbereich. Die Faltung, die in der urspriinglichen Methode im Zeitbereich
durchgefiihrt wurde, entspricht im Frequenzbereich einer skalaren Multiplikation. Es
gilt also fiir das i-te Seitenlinienorgan

Yi(w) = Hij(w) X (w).

Zur Rekonstruktion der Quelle werden zuerst die Funktionen S;(w) nach Formel
(3.3) berechnet. Dafiir ben6tigt man H;(w) aus (3.1) und (3.2). Es gilt dann fiir die
Transformation der Rekonstruktion:

X(w) = ZSi(w)Yi(w)

Die Rekonstruktion im Zeitbereich Z(¢) wird durch inverse Fouriertransformation
ermittelt.

3.3 Elementare geometrische Eigenschaften

Die Seitenlinienorgane des Krallenfrosches Xenopus laevis sind, wie eingangs bereits
erwahnt, in Linien auf der Oberfliche der Haut angeordnet. Vier Linien befinden
sich auf dem Riicken des Tieres, zwei am Bauch und diverse kiirzere Linien oder
Organgruppen nahe des Kopfes und am Kopf, speziell um die Augen.

Fiir die numerische Modellierung sind Vereinfachungen dieser komplizierten Geome-
trie hilfreich. Eine einfache Moglichkeit, die analytisch gut zu handhaben ist, ist es,
die gleichmiflige Anordnung der Seitenlinienorgane auf einem Kreis anzunehmen.
Dies stellt in etwa die tatsdchliche Anordung der Seitenlinien auf dem Riicken des
Frosches dar, und die bené6tigten Abstinde und Winkel sind relativ leicht zu berech-
nen.

Im Weiteren sei der Abstand r vom Frosch zur Erregung vom Mittelpunkt dieses
Kreises gemessen, der Stimuluswinkel v sei der Winkel zwischen der y-Achse des
Koordinatensystems und der Verbindungsgerade zwischen Mittelpunkt des Kreises
und Erregungspunkt, und werde positiv im Uhrzeigersinn gezéhlt. R sei der Radius
des Kreises. Die Seitenlinienorgane liegen auf der Kreisbahn und schlieen mit der
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y-Achse einen Winkel «; ein. Gesucht wird der Abstand 7; eines einzelnen Seitenli-
nienorgans von der Quelle, die Tiefe d; eines Organs, wenn man eine Neigung des
Kreises mit festem Neigewinkel v annimmt, und der Winkel &;, den die Verbindung
von Seitenlinienorgan und Quelle mit der Richtung der maximalen Erregung ein-
schlief3t.

3.3.1 Abstand

Abbildung 3.2: Geometrie des Modells.
Die Seitenlinienorgane S; seien auf dem Kreis angeordnet. Der Ort der Quelle ist Q).

Die Lange der Strecke r; berechnet sich aus dem Cosinussatz zu

r? = R* +1° — 2Rrcos(v — o).

Eine alternative Moglichkeit der Berechnung, die vor allem bei komplizierteren Geo-
metrien zu Vereinfachungen fiihrt, ist die vektorielle Berechnung:

ri=10Q - 05|
mit
O‘>Q: (rcos(m/2 —1), rsin(w/2—1))

O‘S)’i: (Rcos(m/2 — «;), Rsin(n/2 — ;))
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3.3.2 Tiefe

Abbildung 3.3: Geometrie des Modells.
zur Berechnung der Tiefe eines Organs. Oben: Seitenansicht. Unten: Draufsicht.

Der Kreis, auf dem die Seitenlinienorgane liegen, sei nun, wie in Abbildung 3.3 oben
gezeigt, um den Winkel v geneigt. Die Wassertiefe des betrachteten i-ten Rezeptors
sei mit d; bezeichnet. Es gilt

d; = e;sin(y),
wobei e; der Abstand zwischen den Punkten F' und der Projektion von S; auf die
y-Achse ist. Dann gilt

€; = R — ms;
mit

m; = Rcos(ey).

Es gilt also fiir die Tiefe d; unter der Wasseroberfliche eines Rezeptors in Abhéngig-
keit des Kreisradius R und des Neigungswinkels 7,

d; = Rsin()(1 — cos(ay)).

3.3.3 Auftreffwinkel

Jedes Seitenlinienorgan hat eine Vorzugsrichtung. Bei Wellen, die das Seitenlinienor-
gan aus dieser Richtung reizen, werden die Cupula und damit die Haarzellen maxi-
mal ausgelenkt und Feuerwahrscheinlichkeit ist, im Vergleich zu Wellen aus anderen
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Richtungen, maximal. Untersuchungen von Gérner [15] ergaben ein cosinusférmiges
Dampfungsverhalten fiir Wellen aus anderen Anstromrichtungen. Benétigt wird al-
so der Cosinus des Winkels zwischen Vorzugsrichtung des Organs und tatséchlicher
Richtung des Reizes.

Abbildung 3.4: Geometrie des Modells.
zur Berechnung des Winkels ¢; zwischen Erregung () und Richtung maximaler Empfind-
lichkeit. Die Richtung maximaler Empfindlichkeit ist hier radial.

Im einfachsten Fall sei die Vorzugsrichtung der Seitenlinienorgane radial. Dann folgt
wieder aus dem Cosinussatz:

1
2r ZR

cos(&) = (r* —r? — R?)

Alternativ, und allgemeiner die vektorielle Berechnung:

05: - 5:Q
cos(§i) = —— —
1 OSi Il S:@ |l

— — — — —
Der Vektor OS; ist bereits definiert, fiir S;Q gilt: S;Q=0Q — OS;.
Legt man eine beliebige Vorzugsrichtung durch den Winkel ;, den die Vorzugsrich-
tung mit der Senkrechten einschliefit fest, muss die Cosinusformel nur leicht modifi-

o
ziert werden. Statt OS; wird der Vektor, dessen Orientierung durch den Winkel j;
festgelegt ist, in die vektorielle Cosinusformel eingesetzt.
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Ergebnisse

Schon das lineare Modell hat eine grofle Anzahl von Parametern und Méglichkei-
ten. Offensichtlich kann die Anzahl der Rezeptoren variiert werden. Die einzelnen
Rezeptoren konnen die Eigenschaft der Richtungssensitivitdt haben, die Richtung
der maximalen Sensitivitdt ist dabei fiir jedes einzelne Organ der gewihlten verein-
fachten Geometrie variabel. Entscheidend ist die Anordnung der Rezeptoren. Dies
beinhaltet nicht nur ihre relative Lage zueinander, sondern auch die Lage des Rezep-
torensembles in Verhiltnis zur Wasseroberfliche. Im einfachsten betrachteten Fall
liegen die Rezeptoren auf einem Kreis an der Oberfliche des Wassers. Der Radius
des Kreises, kann unter Beriicksichtigung biologischer Sachverhalte frei gewahlt wer-
den.

Relativ viele Freiheiten gibt es auch bei der Wahl der Ubertragungsfunktion des
Wassers. Die hergeleitete Ubertragungsfunktion ist bereits eine Niherung, weite-
re Vereinfachungen sind moglich durch Fortlassen der frequenzabhingigen Damp-
fungsterme. Aber auch eine detailliertere Beschreibung des Ubertragungsvorgangs
ist moglich. Letztendlich kann auch noch die Eigenschaft des Mediums Wasser durch
Variation von Dichte und Oberflichenspannung veréndert werden.

Verénderlich sind auch die Eigenschaften der Anregung. Frequenzspektrum, Dauer
und Ort der Anregung kann man festlegen, um so einen natiirlichen Stimulus zu
imitieren.

Ein Modellparameter des linearen, numerischen Modells ist das Rauschniveau. In
diesem Fall die Varianz o2 des weilen Rauschens, das auf alle y;(t) aufaddiert wird,
um die stochastische Komponente anzudeuten, im Vergleich zur Intensitét des Ein-
gangssignals. In Verbindung mit dem Rauschniveau kann auch der Rekonstruktions-
parameter o2 festgelegt werden.

Weiterhin muss iiber die Art der Auswertung des Modells entschieden werden. Die
numerisch berechnete Karte kann durch Vektorsummenbildung oder durch Maxi-

45
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mumsuche ausgewertet werden. Fiir die Karte selbst muss eine Diskretisierung fest-
gelegt werden. Errechnet man Rekonstruktionen auf einer Kreisbahn, muss man
festlegen, wie viele Rekonstruktionspunkte auf dieser Kreisbahn liegen.

Mit einem solchen Modell konnen dann Verhaltensexperimente simuliert werden.
Ausgangspunkt dafiir ist immer ein auf bestimmte Rahmenbedingungen angepasstes
Modell. Diesem Modell werden dann unter anderen Bedingungen erzeugte Reize
prisentiert und die Ergebnisse ausgewertet. Beispiele dafiir sind Simulation von
Lisionsexperimenten, Simulation eines wachsenden Frosches, der sein neuronales
Grundgeriisst beibehélt, Simulation eines Frosches, der sich in Wasser mit fiir ihn
unbekannten Eigenschaften aufhilt usw.

4.1 Analytische Lésung

Das beschriebene lineare Modell wird vorwiegend numerisch ausgewertet. In sehr
einfachen Féllen ist eine analytische Auswertung allerdings noch méoglich. Die dafiir
notwendigen vereinfachenden Annahmen betreffen die Anzahl der Seitenlinienorgane
und deren Geometrie sowie die Komplexitiit der Ubertragungsfunktion.

Zuerst wird ein Modell mit nur zwei Rezeptoren betrachtet. Fiir die Fouriertrans-
formierte der Wellenform am Ort der Rezeptoren gilt (siehe auch Kapitel 3.2.2):

i(w) = Hi(w)X(w)
Yo(w) = Ha(w)X(w)
Die beiden Rezeptoren liegen sich auf dem Kreis gegeniiber, ihre Verbindung stehe

senkrecht im Koordinatensystem. Die Rekonstruktionsfunktionen S;(w) und Sp(w)
sind Losungen des Gleichungssystems aus Kapitel 3.2.1, es gilt also

. ﬁl(w)

Sl(w) = \Hl(w)P —|—_|H2(w)|2+02
_ Hs(w)

2) = T E T [H@)F o2

Eine Rekonstruktion der Quelle mit S; und S; ergibt eine optimale Rekonstruktion
der Quelle im Sinne des kleinsten quadratischen Fehlers. Benennt man mit X (w) die
Transformierte der Rekonstruktion so gilt

X =8V, + S, = S Hi X + Sy Ho X

Das Prinzip der Karte beruht darauf, dass Rekonstruktionseinheiten fiir diverse
Richtungen auf ein Wellenfeld aus einer bestimmten Richtung angewendet werden.
Es wird also oft mit einem falschen Rekonstruktionsparameter rekonstruiert. Falsch
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heiflt in diesem Fall die falsche Wahl deAr H,. Diese falschen Rekonstruktionsiiber-
tragungsfunktionen bezeichne man mit H;. Es gilt dann fiir die Rekonstruktion

X(w):(A GG L —; L O 2)X(w).
@)+ [Ba(@)P+0* [Hi(w)P + o)+ o

Man sieht, dass fir H = H und o = 0 gilt: X = X.

Es sei der Fallo = 0 und X # X betrachtet. Die Ubertragungsfunktion habe nur den
Anteil, der die frequenz- und entfernungsabhingige Phasenverschiebung modelliert.
Die Dampfung wird zunéchst vernachlissigt (siehe Abschnitt 3.1).

HZ(LU) — e*’ik(&))(?"j*’r’o)
Damit ergibt sich fiir den Zusammenhang zwischen Quelle und Rekonstruktion

% ik ik(f2—T2)

X (w) = 5 (M) 4 ) X (),
wobei 7; der falsche Rekonstruktionsabstand ist. Fiir 7; = r; und 7 = 79 gilt wieder-
um X = X. Wihlt man #; und 7, anders, so gilt immer |$ (e?*("1—71) 4 k(F2—r2))| < 1.
Die Wahl der Parameter zur richtigen Rekonstruktion ergibt also ein Betragsmaxi-
mum der Funktion %(eik(ﬁ_”) + eik(fa—r2))
Eine weitere Bedingung wird nun an die Geometrie gestellt. Man legt fest, dass
der Abstand der Erregung zum Kreismittelpunkt r sei, der Radius des Kreises auf
dem die Rezeptoren liegen R. Dann ist 4 = r — R und 7o = r + R. Aus den
geometrischen Berechnungen im Abschnitt 3.3.1 folgt fiir den Abstand zwischen einer
Erregung gleicher Entfernung zum Mittelpunkt des Kreises, aber unterschiedlichem
Stimuluswinkel v

71 = /1?2 + R? — 2Rr cos(¢))
o = /72 + R% 4 2Rr cos(¥).

Fiir festes 7 und R ist der Betrag der Funktion |T(w)|, mit X (w) = T(w)X (w) an
der x-Koordinate der richtigen Rekonstruktion gleich 1. Die Funktion 7'(w) werde
im weiteren als Karte bezeichnet. Man kann |T'(w)| als Funktion der Stimuluswinkel

1 oder des Abstandes r betrachten. Parameter dieser Funktion sind die Frequenz w
und der Radius R des Frosches.

Analog zum Fall mit zwei Rezeptoren kann die Funktion |7'(w)| auch fiir mehrere
Rezeptoren berechnet und mit Maple [27] als Funktion von 1) gezeichnet werden. In
den Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 kann man eine Verbesserung mit der Anzahl der
Rezeptoren ablesen. Je héher die Frequenz der Anregung, desto schwieriger wird die
Bestimmung der Reizrichtung. Eine Karte wird schwerer auszuwerten, wenn es viele
Maxima gibt, die sich in ihrer Hohe wenig unterscheiden oder wenn das Maximum
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im Vergleich zum Minimum nicht sehr grof} ist.

Als néchstes wird untersucht, welchen Einfluss die Dampfung auf die Form der
Karten hat. Die Ubertragungsfunktion werde nun wieder mit dem Dampfungsterm

erganzt, so dass gilt:
HZ(Q}) = \/T_ioe—‘l"kj(“’)(ri—To)e—ik(w)(ri_TO)
Ti

Wie man in den Abbildungen 4.4 und 4.5 erkennen kann, hat die Ddmpfung nur
wenig Einfluss auf die Form der Karten.

Zu einer genaueren Untersuchung des Einflusses der Ddmpfung bei der Rekonstruk-
tion sei nun angenommen, nur die Ddmpfung stiinde dem Frosch als Information
zur Verfiigung, er hat also kein Wissen iiber die Phasen- und Zeitunterschiede der
Rezeption in den einzelnen Seitenlinienorganen. Die Abbildungen 4.6 und 4.7 zeigen
die berechneten Karten mit der Ubertragungsfunktion

3
Hy(w) = [R5 riro),
T

Der Unterschied der Amplituden in Abbildung 4.6 wird hier sicher nicht ausreichen,
um die Richtung des Reizes zu erraten. Der Grund dafiir ist, dass der Ddmpfungsun-
terschied zwischen den Rezeptoren zu klein ist. Das Ergebnis verbessert sich (siehe
dazu Abbildung 4.7), wenn man den Radius der Rezeptoren vergréfiert, denn dann
ist der Amplitudenunterschied zwischen zwei gegeniiberliegenden Rezeptoren grofier.
Ein Rezeptorenabstand von 16 cm ist aber auflerhalb jeglicher biologischer Relevanz
und deshalb von rein theoretischem Interesse.

Eine andere, bisher noch nicht diskutierte Dimpfungskomponente ist die Dadmp-
fung durch die Richtungspriferenz der Cupula. Resultat dieser Dampfung ist ein
grofler Intensitédtsunterschied zwischen zwei Rezeptoren unterschiedlicher Richtungs-
priferenz. Abbildung 4.8 soll veranschaulichen, ob nur die Information der Rich-
tungsdimpfung reicht, um die Reizrichtung zu bestimmen. Die Ubertragungsfunk-
tion in diesem Fall lautet

Hiw) = cos(&;)

mit & wie in Abschnitt 3.3.3 bestimmt.

In der Abbildung erkennt man die Zweideutigkeit einer solchen Karte. Nur die Infor-
mation iiber die richtungssensitive Ddmpfung reicht also nicht aus, um die Richtung
der Erregung eindeutig zu bestimmen. Bei Berechnung der Karte mit kompletter
Ubertragungsfunktion kann es sein, dass die Richtungssensitivitit das Maximum
unterstiitzt, es ist aber auch denkbar, dass ein Maximum in entgegengesetzter Reiz-
richtung entsteht.
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Abbildung 4.1: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die Zeitverschiebung bei

einer Anregung von 4 Hz.
Graph |T'(w)| der Karten bei einer 4 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Sei-
tenlinienorganen. Der Radius des Kreises ist 2 cm, die Erregung kommt von vorne % = 0

mit einem Abstand von r = 12 cm zum Mittelpunkt des Kreises.
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Abbildung 4.2: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die zeitliche Verschie-

bung bei einer Anregung von 16 Hz.

Graph der Karten T'(w) bei einer 16 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Sei-
tenlinienorganen. Parameter wie in Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.3: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die Zeitverschiebung bei
einer Anregung von 32 Hz.

Graph |T'(w)| der Karten bei einer 32 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Sei-
tenlinienorganen. Parameter wie in Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.4: Ubertragungsfunktion beschreibt Dimpfung und Zeitverschie-
bung bei einer Anregung von 16 Hz.
Graph |T'(w)| der Karten bei einer 16 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Re-
zeptoren. Parameter wie in Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.5: Ubertragungsfunktion beschreibt Dimpfung und Zeitverschie-
bung bei einer Anregung von 32 Hz.

Graph |T'(w)| der Karten bei einer 32 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Re-
zeptoren. Parameter wie in Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.6: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die Démpfung bei einer

Anregung von 16 Hz, R = 2 cm.
Graph |T'(w)| der Karten bei einer 16 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Re-

zeptoren. R =2cm. 9 = 0. r = 12 cm.
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Abbildung 4.7: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die Démpfung bei einer
Anregung von 16 Hz, R = 8 cm.
Graph |T'(w)| der Karten bei einer 16 Hz Anregung mit unterschiedlicher Anzahl von Re-

zeptoren. R =8cm, ¢y =0, r = 12 cm.
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Abbildung 4.8: Ubertragungsfunktion beschreibt nur die Richtungspriferenz
bei einer Anregung von 16 Hz

Graph |T'(w)| der Karte unter ausschliefllicher Beriicksichtigung der Richtungspriferenz.
Parameter wie in Abbildung 4.1.
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Bisher wurde immer angenommen, dass die Rezeptoren auf einem Kreis mit dem
Radius R = 2 cm liegen, in Anlehnung an die tatsichliche Geometrie der Seitenlinien
des Froschkorpers. Um das Auge des Frosches befinden sich jedoch auch kreisformig
angeordnete Rezeptoren, die auf einem Kreis mit wesentlich kleineren Radius liegen.
Die Abbildungen 4.9 und 4.10 zeigen die Rekonstruktionskarte einer 16 Hz Anregung,
die mit 8 Seitenlinienorganen bestimmt wurde. Der Radius des Kreises, auf dem die
Rezeptoren liegen, wurde dabei variiert.

Es stellt sich heraus, dass die Grofle des Radius einen Einfluss auf die Anzahl der
Nebenmaxima hat. Zu beachten ist allerdings, dass in Abbildung 4.9 fiir R = 1 mm
der Wertebereich der rekonstruierten Amplituden nicht sehr grof ist.

Als letztes soll untersucht werden, ob das Detektionsverfahren auch die Entfernung
der Erregung vom Froschmittelpunkt aus bestimmen kann. Hier gibt es entscheiden-
de Unterschiede zwischen der ungeddmpften Wellenausbreitung und der gedampften
Wellenausbreitung. Abbildung 4.10 illustriert diese Unterschiede.

Bei ungeddmpfter Ausbreitung wire es moglich, die Entfernung der Erregung durch
Rekonstruktionsversuche in unterschiedlichen Abstdnden zu bestimmen. Bei ge-
ddmpfter Ausbreitung ist dies nicht moglich. Die Karte hat kein Maximum an der
x-Koordinate der richtigen Entfernung. Zur Verdeutlichung des Maximums in Ab-
bildung 4.10 links zeigt Abbildung 4.11 einen Ausschnitt daraus.

4.2 Numerische Analyse

Der vorangehende Abschnitt diente hauptséchlich dazu, die elementaren Eigenschaf-
ten der hergeleiteten Methode zur Richtungsbestimmung zu erkennen und zu analy-
sieren. Dazu gehoren der Einfluss der Rezeptoranzahl, die Unterschiede der Karten
bei verschiedenen Ubertragungsfunktionen, die Frequenzabhingigkeit der Karten
und grundsitzliche geometrische Einfliisse.

Die numerische Untersuchung bietet noch mehr Variationsméglichkeiten in den Pa-
rametern, der Geometrie und den Modellkonstanten. Ziel ist, ein vorerst lineares
Modell zur theoretischen Reizrichtungsbestimmung zu finden, das durch die expe-
rimentellen Daten bestdtigt wird. Aus diesem linearen Modell soll dann auf ein
neuronales, weitgehend dquivalentes Modell geschlossen werden.

Wie auch im analytischen Fall werden bei der numerischen Betrachtung aus einem
vorgegebenen Wellenfeld y an den Rezeptoren Rekonstruktionen in verschiedenen
potentiellen Reizrichtungen berechnet und verglichen. Es ist nun aber auch méglich,
ein z.B. normalverteiltes Rauschen n auf den Wellenreiz an den Seitenlinienorganen
zu addieren. Dann ist y + n der so entstandene Reiz. Dieser ist eine Annéherung
an das dem Frosch tatsidchlich bekannte Reizmuster in den Afferenzen, denn dieses
ist nicht kontinuierlich, sondern der Reiz wird in Spiketrains kodiert. Die Erzeugung
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Abbildung 4.9: Karten bei einer 16 Hz Anregung und verschiedenen Radien.
Graph |T'(w)| der Karten bei einer 16 Hz Anregung mit 8 Rezeptoren. Oben links: R =
1mm. Oben rechts: R = 5mm. Mitte links: R = 1cm. Mitte rechts: R = 2cm. Unten
links: R = 4cm. Unten rechts: R = 8 cm. Richtung des Reizes: ¥ = 0, Entfernung des
Reizes: r = 12 cm.
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Abbildung 4.10: Rekonstruktion |T(w)| in verschiedenen Entfernungen.
Links: Ubertragungsfunktion ohne Dadmpfungsterm. Rechts: Ubertragungsfunktion mit

Déampfungsterm. Richtung des Reizes: 1 = 0. Entfernung des Reizes: r = 10 cm.

8 Seitenlinienorgane, 16Hz Anregung

Abbildung 4.11: Rekonstruktion |T(w)| in verschiedenen Entfernungen.
Vergroerung eines Ausschnitts aus Abbildung 4.10 links.
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von Spikes ist nichtdeterministisch, es liegt ein stochastischer Prozess zugrunde.
Desweiteren kann eine komplexere Anordnung der Rezeptoren betrachtet werden. Im
Folgenden werde eine Geometrie aus mehreren Teilsystemen wie in Abbildung 4.12
dargestellt betrachtet. Das ist immer noch eine starke Vereinfachung der tatséichli-
chen Rezeptorenanordnung, beriicksichtigt aber bereits die Anordnung von vier der
wichtigsten Seitenlinien. Die Rezeptoren auf dem groflen Kreis modellieren die Sei-
tenlinienorgane der posterioren oberen Seitenlinie am Riicken des Frosches, die Re-
zeptoren auf den zwei kleinen Kreisen modellieren die Seitenlinienorgane an den
Augen des Frosches, die orbitalen Seitenlinien.

Abbildung 4.12: Geometrie der Rezeptorenanordnung.
Die Seitenlinienorgane seien kreisformig angeordnet. Die Anzahl der Rezeptoren auf den
einzelnen Linien ist noch festzulegen. Die Anordnung ist durch die Radien R; und R, den
Abstand R3 und den Winkel k bestimmt und ist symmetrisch.

Karten werden nun durch Auftragen von potentieller Reizrichtung gegen Norm der
Rekonstruktion in dieser Richtung berechnet und graphisch dargestellt. Die Auswer-
tung dieser numerisch berechneten Karten erfolgt im weiteren ausschlieflich iiber die
Bestimmung des Maximums der Karte. Die Richtung dieser Rekonstruktion maxi-
maler Norm wird als Antwortrichtung der Simulation ausgegeben. Weitere Auswert-
mechanismen sind denkbar unter Beriicksichtigung der Gréfie des Wertebereichs oder
der Differenz zwischen Maximum der Karte und Nebenmaxima. Vielleicht kénnen
Aussagen iiber die Reaktivitit des Frosches auf diese Weise in das lineare Modell
integriert werden.

4.2.1 Rauschen

Aus der Herleitung der Rekonstruktionsformel folgt fiir ein normalverteiltes Rau-

schen mit Varianz o2 und ein unabhingiges, normalverteiltes Eingangssignal z(t)
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mit Varianz o2 die Existenz eines optimalen Rekonstruktionsparameters o = oo

Optimalitat ist definiert als Minimalitdt des quadratischen Fehlers zwischen Ein-
gangssignal und Rekonstruktion. Die realen Eingangssignale sind aber weder un-
abhéngig, noch normalverteilt. Trotzdem kann numerisch fiir jede mit fester Varianz
o2 verrauschte Eingangsfunktion der Varianz o2 ein optimales o bestimmt werden,
ndmlich der Wert von o, der den quadratischen Fehler minimiert. In Abbildung 4.13
ist beispielhaft die Abhéngigkeit des quadratischen Fehlers von o bei einem Rau-
schen mit o, = 0.1 aufgetragen, das entspricht einem Zehntel der Amplitude der
Anregung.

. . . . . . .
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
sigma

Abbildung 4.13: Fehlernorm bei verschiedenen o-Werten.
Rekonstruktion einer 16 Hz Welle der Amplitude 1. Die Amplitude am Rezeptor ist etwa
ein Drittel und ist mit normalverteiltem Rauschen der Standardabweichung 0.1 verrauscht.

Ist o bei der Rekonstruktion kleiner als das optimale o, so verschlechtert sich die
Rekonstruktion in groflerem Mafle, als wenn o zu grofl gewéhlt wurde. Bei natiirli-
chen Reizen schwankt o, es ist also nicht mdéglich, ein optimales, immer giiltiges o
zu bestimmen und zu verwenden. Deshalb wihle man in den numerischen Experi-
menten ein grofles o, um fiir Anregungen unterschiedlicher Varianz das optimale o
nicht zu unterschreiten.

Betrachtet man nun ein Ensemble von Rezeptoren und berechnet Rekonstruktio-
nen fiir alle Richtungen, dann hat das Rauschen Auswirkungen auf die Genauigkeit
der Bestimmung der Reizrichtung. Ohne Rauschen ist die berechnete Karte deter-
ministisch, ldsst man o, langsam wachsen, so variiert das Maximum bei Karten
verschiedener Rauschrealisationen. Die Richtungsbestimmung wird zunichst unge-
nauer. Ist das Rauschen zu hoch, so wird die Richtungsbestimmung sogar unmoglich.
Abbildung 4.14 zeigt Karten zur Richtungsbestimmung bei einer Anregung aus der
Richtung 0 Grad bei verschiedenen Rauschniveaus fiir eine qualitative Betrachtung.
Zur genaueren Untersuchung wéire auch der Wertebereich miteinzubeziehen. Die
Zufilligkeit der Karten ist ferner auch vom Rekonstruktionsparameter o, wie oben
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beschrieben, abhéngig.

Norm der Rekonstruktion
Norm der Rekonstruktion

Winkel von 0 bis 355 Grad

Norm der Rekonstruktion
Norm der Rekonstruktion

Winkel von 0 bis 355 Grad Winkel von 0 bis 355 Grad

Abbildung 4.14: Karten bei verschiedenen Rauschniveaus.
Karten bei einer Anregung der Richtung 0 Grad. Von links oben nach rechts unten: stei-
gendes Rauschniveau. In jeder Graphik sind 25 Realisierungen iibereinandergelegt.

4.2.2 Vergleich zwischen Modell und Verhaltensexperimen-
ten mit Lisionen

In verschiedensten Verhaltensexperimenten wurde gezeigt, dass der Frosch aus einer
Ruhestellung auf eine Storung der Wasseroberfliche durch Zuwenden und darauf
Zuschwimmen mit grofler Exaktheit reagiert [7, 12, 16]. Eine Erweiterung dieses
Experimenttyps stellt die simultane Reizung mit zwei Wellen aus unterschiedlichen
Richtungen dar: Der Frosch ist in der Lage, die beiden Reizquellen zu unterscheiden
und bei Konditionierung auf eine bestimmte Frequenz die Reizquelle dieser Frequenz
zu bevorzugen [14].
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Um Hinweise auf den Mechanismus der Richtungsdetektion zu bekommen, wurden
eben beschriebene Detektionsversuche an Fréschen mit nicht intaktem Seitenlinien-
system wiederholt [7, 12]. Einzelne Seitenlinienorgane werden entweder durch Strom
oder Hitze irreversibel zerstort oder durch Blockierung mit Kobaltionen temporér
ausgeschaltet. Die Ergebnisse sind recht unterschiedlich: Einige Frosche sind auch
nach einer totalen Lision noch in der Lage, die Reizrichtung zu bestimmen. Es wird
angenommen, dass ein Ersatzsystem, z.B. das Labyrinth, die Funktion des Seitenli-
niensystems iibernimmt. Andere Frosche verlieren die Detektionsfahigkeit und sind
nie mehr in der Lage, Reizrichtungen zu bestimmen. Auch die Ergebnisse bei partiel-
len Lisionen unterscheiden sich, nicht zuletzt aufgrund der unterschiedlichen Art der
Zerstorung der Seitenlinienorgane. Es wird angenommen, dass manche Frosche, die
einer irreversiblen Lésion unterzogen wurden, das erwédhnte Ersatzsystem ausbilden,
was die Ergebnisse iiber die Genauigkeit der Antwort nach einer Lésion natiirlich
verfilscht.

Aus experimentellen Daten ist ersichtlich, dass fiir eine realistische Beschreibung ein
weiterer Dampfungsterm eingefiihrt werden muss. Diese Dampfung entsteht durch
den Wellenschatten des Frosches. Die Ddmpfung ist grofl, wenn die Welle auf ihrem
Weg von der Erregung zum Seitenlinienorgan iiber den Froschkérper lduft oder vom
herausragenden Kopf abgeschirmt wird. Abbildung 4.15 zeigt diesen Zusammenhang
fiir ein Organ der posterioren Seitenlinie und verschiedenen Anregungsfrequenzen.

Abbildung 4.15: Richtungsabhingige Dimpfung fiir ein ausgewihltes Seitenli-
nienorgan.

Der Pfeil markiert das betrachtete Seitenlinienorgan und dessen Vorzugsrichtung. Die Sen-
sitivitdt des Organs fiir Wellen aus verschiedenen Richtungen wird gemessen und relativ
zur maximalen Sensitivitdt in dB auf den Ringen aufgetragen. Nach [13].

Eine grobe Approximation des realen Démpfungsterms fiir einen Rezeptor des als
Kreis approximierten Froschkorpers ist

d(A) = 10077,
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wobei A der Betrag der Differenz zwischen Erregungswinkel ¢ und Lagewinkel «
des Rezeptors in [0, ] ist. Fiir Rezeptoren, die der Erregung zugewandt sind, ist
der Dampfungsfaktor eins, bei den der Erregung abgewandten Rezeptoren ist der
Démpfungsfaktor 1/100. Die Dampfung an den Rezeptoren der posterioren Teil-
systeme an den Augen wird der Dampfung des nichstgelegenen Korperteilsystems
gleichgesetzt. Erst die Einfiihrung dieser Dampfung fiihrt dann im linearen Modell
zu dhnlich charakteristischen Ergebnissen, wie in den Verhaltensexperimenten.

Zuerst wird immer das Wellenfeld an den Orten der Rezeptoren berechnet. Die dafiir
verwendete Ubertragungsfunktion

Hi(w) = d; \/Ee‘%s(w)(”—To)e—ik(w)(m—ro)
T

beschreibt die Zeitverschiebung, die frequenzabhingige Dampfung, die Ringwel-
lenddmpfung und zusétzlich die Ddmpfung durch den Wellenschatten. Die Richtungs-
sensitivitdt der Rezeptoren bleibt unberiicksichtigt, da sie nicht in allen in vivo
Experimenten bestdtigt werden konnte [42]. Abbildung 4.16 zeigt eine graphische
Darstellung der Ergebnisse von Verhaltensexperimenten mit Xenopus, dessen Sei-
tenliniensystem temporar lasioniert ist, d.h. festgelegte Rezeptoren sind chemisch
blockiert und tragen nicht zur Richtungsbestimmung bei.

Verwendet man im linearen Modell zur Rekonstruktion die Ubertragungsfunktion,
die auch zur Berechnung des Wellenfeldes verwendet wurde, so sind die Ergebnis-
se wie in Abbildung 4.17 den experimentell ermittelten unidhnlich. Die Parameter
bei der Berechnung der numerischen Karten sind: Standardabweichung des Rau-
schens o, = 0.1, das ist etwa ein Drittel der maximalen Wellenamplitude an den
Organen. Der Rekonstruktionsparameter o = 0.75 erlaubt eine gute Rekonstruktion.
Der Richtungsdetektionsalgorithmus wird fiir jede Wellenrichtung 25 mal berechnet,
und das Ergebnis, also das Tupel (Stimulusrichtung, Antwortrichtung) in der Gra-
phik durch einem Punkt markiert. Die Geometrie, wie in Abbildung 4.12 dargestellt,
ist bestimmt durch R; = 2cm, Ry = 0.5cm, Ry = 2.5cm und « = 67,5 Grad. Die
Gesamtanzahl der Rezeptoren ist 32, die Hélfte dieser Rezeptoren sei gleichmiflig
auf dem Korperkreis angeordnet, je ein Viertel auf den kleinen Kreisen. Lisionen
werden durch Nullsetzen der Funktionen y;(¢), den Wellenformen am i-ten Seitenli-
nienorgan, simuliert.

Der Grund fiir dieses Verhalten ldsst sich durch separate Betrachtung der einzelnen
Untersysteme veranschaulichen. Abbildung 4.18 zeigt die Karten von Untergruppen
der Rezeptorenmenge und die Summe dieser Teilkarten. Ist der Wellenreiz an den
Rezeptoren durch die Dampfung schwach, wird die Information durch die Addition
des Rauschens zerstort. Zu erwarten wire eine Karte, dessen Maximum weit streut,
auch die Ausgabe eines solchen Subsystems soll also Rauschen sein. Tatséchlich ha-
ben Rezeptorengruppen ohne Wellenreiz aber eine ausgepréigte Richtungspriferenz
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Abbildung 4.16: Drehrichtung von Xenopus bei gegebenen Reizen mit unter-
schiedlichen Lisionen.

Auf der x-Achse ist die Richtung des Reizes aufgetragen, auf der y-Achse die Drehrich-
tung des Froschs bei gegebenem Reiz. Es wurden polyfrequente, aber konstante Reize
verwendet. Der Abstand des Reizes vom Frosch war zufillig gewahlt. Links oben: Frosche
ohne Lisionen. Rechts oben: Friosche mit ldsionierter rechter Seite. Links unten: Frosche
mit ldsionierten posterioren Seitenlinien (Kopf). Rechts unten: Frosche mit ldsionierten
anterioren Seitenlinienorganen (Koérper). Die Graphiken erfassen jeweils die Ergebnisse
der Experimente mit mehreren Froschen, dabei bezeichnet jeder Punkt das Ergebnis eines
Experiments. Nach [7].
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Abbildung 4.17: Numerisch ermittelte Drehrichtung bei gegebenen Reizen und
mit unterschiedlichen Léisionen.

Auf der x-Achse ist die Richtung des Reizes aufgetragen, auf der y-Achse die berechnete
Drehrichtung bei gegebenem Reiz (Frequenz 12 Hz, Abstand 10cm). Lésionen wie in
Abbildung 4.16. Standardabweichung des Rauschens o,, = 0.1, Rekonstruktionsparameter
oc=0.75 R =2cm, Ry = 0.5cm, Ry = 2.5cm und k¥ = 67,5 Grad. Die Gesamtanzahl
der Rezeptoren ist 32, die Hilfte dieser Rezeptoren sei gleichméflig auf dem Korperkreis
angeordnet, je ein Viertel auf den kleinen Kreisen.
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in der Karte. Als Beispiel seien die Untergruppen vorne rechts und vorne links bei
Reizung mit Wellen von 135 Grad oder 180 Grad genannt.

hinten hinten vorne vorne

. Summe
i rechts links
5_rechts 5 links 4 4
2 2
0° 2 2 5
lk\/ lv«ﬂ J \
0 0 0 0 0
3 3 3 5
2 2 5 2
o
450 ) /\ )
0 0 0 0 0
2 1.5 1.5 1.5 4
1 1 1
90° 1 2
o.sw 0.5 0.5 \/\\,/
0 0 0 0 0
2 15 15 1.5 2
135° 1 : : : 1W
0.5\/\/\/\A 0.5 0.5
0 0 0 0 0
1 1 1 1 2
1807 0'5/\//\/\\\\“/ 0'5\\,///\\/\/\ QS/\\\\ 0.5\\\\4////\ l/\\h/%\k//
0 0 0 0 0

Abbildung 4.18: Karte der einzelnen Subsysteme.

Links sind die Richtungen der erregenden Wellenreize aufgetragen. Oben sind die betrach-
teten Subsysteme aufgetragen. Die Graphiken zeigen die berechnete Karte eines Subsy-
stems bei einem Reiz aus der aufgetragenen Richtung in 10 Grad Schritten.

Abhilfe schafft eine Modifikation der Ubertragungsfunktion bei der Rekonstruktion.
Verwendet man statt der vollen Ubertragungsfunktion nur den die Zeitverschiebung
beschreibenden Faktor

Hi(w) = e h(W)(ri=ro) (4.1)

so sind die numerischen Ergebnisse qualitativ den experimentellen &hnlicher, wie in
Abbildung 4.19 zu sehen ist.

Eine Rekonstruktion nur mit Information iiber die Zeitunterschiede lasst jedoch o
einflusslos werden. Eine Rekonstruktion mit Beriicksichtigung der Dampfung fiihrt
aber zu Abweichungen vom Experiment. Ein Kompromiss ist die Wiedereinfiihrung
des frequenzabhingigen Dampfungsterms in der Ubertragungsfunktion, allerdings
seien die Abstdnde 7; = rgons: im Dampfungsterm konstant.

To ,L%)(

Hi (w) — e w Tkonstf""O)e*ik(w)(ri*TO) (42)

Tkonst
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Abbildung 4.19: Numerisch ermittelte Drehrichtung bei gegebenen Reizen und
mit unterschiedlichen Lisionen mit reduzierter Ubertragungsfunktion (4.1).

Auf der x-Achse ist die Richtung des Reizes aufgetragen, auf der y-Achse die berechnete
Drehrichtung bei gegebenem Reiz. Lisionen wie in Abbildung 4.16. Parameter wie in

Abbildung 4.17.
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Die Ergebnisse sind dann vergleichbar mit den Ergebnissen in Abbildung 4.19, und
der Parameter o steht weiterhin zur Rauschfilterung zur Verfiigung.

Die numerischen Ergebnisse bei der Lésion der anterioren Teilsysteme stimmen noch
nicht mit den experimentellen Ergebnissen iiberein (vgl. Abbildung 4.17 und Ab-
bildung 4.19 rechts unten mit Abbildung 4.16 rechts unten). Eine Modifikation des
Déampfungsterms durch Verstirkung der Dadmpfung an den vorderen Koérperrezep-
toren bei Anregungen von vorne verbessert die qualitativen Resultate im Vergleich
zu Abbildung 4.16. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.20 dargestellt.
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Abbildung 4.20: Numerisch ermittelte Drehrichtung bei gegebenen Reizen und
mit unterschiedlichen Liisionen mit reduzierter Ubertragungsfunktion (4.2)
und verbesserter Dampfungsfunktion.

Auf der x-Achse ist die Richtung des Reizes aufgetragen, auf der y-Achse die berechnete
Drehrichtung bei gegebenem Reiz. Lisionen wie in Abbildung 4.16. Die Bereiche starker
Streuung stimmen qualitativ mit dem Experiment von Abbildung 4.16 iiberein. Parameter
wie in Abbildung 4.17.

Eine genaue experimentelle und analytische Untersuchung der unter anderem fre-
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quenzabhéngigen Dampfung durch den Wellenschatten ist notwendig, um realisti-
schere Modelle zu konstruieren. Desweiteren kann dann auch die genaue Lage der
Organe zueinander beriicksichtigt werden. Allerdings variieren sowohl die Lage der
Seitenlinienorgane als auch die Ergebnisse von Lésionsexperimenten von Tier zu
Tier [7].

4.2.3 Diskriminierung von zwei Quellen

Aus Verhaltensversuchen ist die Fihigkeit von Xenopus zur Frequenzdiskriminie-
rung bekannt [14]. Dabei wird der Frosch auf eine Frequenz konditioniert. Werden
ihm dann zwei Reize mit festem Abstand und festem Frequenzverhiltnis priasentiert,
so bevorzugt er den Reiz der erlernten Frequenz. Eine Forderung an das Modell ist
demnach eine frequenztreue Rekonstruktion in der Richtung jedes Reizes.

Norm der Rekonstruktion

05 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350

Winkel in Grad

Abbildung 4.21: Karte der Normen bei Uberlagerung von zwei Reizen.

Das Wellenfeld am Frosch entsteht durch Uberlagerung einer 10Hz Anregung von 45
Grad und einer 20 Hz Anregung von -45 Grad. Der Abstand vom Froschmittelpunkt ist
10 cm. Geometrie der Rezeptoren wie in Abbildung 4.17. Es ist kein Rauschen addiert.
Der Rekonstruktionsparameter ist o = 1. Ubertragungsfunktion zur Rekonstruktion aus
Formel (4.2).

Berechnet wird erst die Uberlagerung zweier Anregungen unterschiedlicher Reizrich-
tung an den Orten der Rezeptoren. Dieses Wellenfeld steht der neuronalen Verar-
beitung als Ausgangsgréfie zur Verfiigung und eine Karte, wie in Abbildung 4.21
beispielhaft dargestellt, wird aus den Normen der Rekonstruktionen aufgebaut. Die
Karte hat zwei Maxima in den Richtungen der Anregungen. Betrachtet man aber
direkt die einzelnen Rekonstruktionen in den Reizrichtungen, so ist in jeder Re-
konstruktion auch die Frequenz der Anregungen kodiert, wie in Abbildung 4.22,
dargestellt. In Verhaltensexperimenten wurde sogar nachgewiesen, dass Xenopus
noch Frequenzdifferenzen bis zu 0.5 Hz, optimale Konditionierungsfrequenz ist da-
bei 14 Hz, unterscheiden kann [14].
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Abbildung 4.22: Vergleich zwischen Reiz und Rekonstruktionen.

Links: Rekonstruktion der 10 Hz Anregung. Rechts: Rekonstruktion der 20 Hz Anregung.
Oben: Anregung. Mitte: ohne Rauschen, o, = 0, 0 = 1. Unten: o, = 0.1, 0 = 1. Parameter
wie in Abbildung 4.21.

4.2.4 Wachsender Frosch

Es soll am linearen Modell untersucht werden, wie sich das Detektionsverhalten
verhilt, wenn sich die Kérpergeometrie verdndert, die Rekonstruktionsparameter
aber unverindert bleiben. Ein realistisches Beispiel ist das Wachsen des Frosches.
Kann ein Frosch, dessen zentrale Verarbeitung dem linearen Modell dquivalent ist,
und der im Laufe seiner Entwicklung wichst, sein neuronales Geriist beibehalten
oder muss er umlernen, um Reize weiterhin genau zu detektieren?

Ausgangslage ist ein optimal parametrisiertes lineares Rekonstruktionsmodell mit
einer Geometrie, die festgelegt ist durch die Radien der Rezeptorenkreise. Die Be-
stimmung der Drehrichtung ist sehr genau moglich. Dann wird ein Reizfeld berech-
net, das auf einer neuen Geometrie basiert. Hier sei die Modifikation der Geometrie
eine Verdoppelung der Radien.

In Abbildung 4.23 links ist die Berechnung der Drehrichtung bei sehr einfacher Geo-
metrie, ndmlich einem Rezeptorkreis, dargestellt. Das Modell ist optimal fiir den
Radius R = 1 cm konfiguriert, die Wellenreize wurden aber mit R = 2 cm berechnet.
Die Drehrichtung kann nicht mehr genau bestimmt werden, es gibt eine konstante
Abweichung von £25 Grad. Abbildung 4.23 rechts zeigt das Ergebnis unter Annah-
me der komplexeren Geometrie aus Abbildung 4.12. Optimal rekonstruiert werden
Wellen , die mit den Parametern R; = lcm, Ry = 0.25cm und R3; = 1.25cm



72

Antwort Winkel

-100-

100~

50

501

KAPITEL 4. ERGEBNISSE

Antwort Winkel in Grad

100~

50

501

-100-

L
-50

I
0 50
Stimulus Winkel

L
100

L
150

I I I
-50 0 50 100 150
Stimulus Winkel in Grad

Abbildung 4.23: Numerisch ermittelte Drehrichtung bei Verdoppelung der Re-

zeptorradien.

Auf der x-Achse ist die Richtung des Reizes aufgetragen, auf der y-Achse die berech-
nete Drehrichtung bei gegebenem Reiz. Links: Geometrie wie in Abbildung 3.2. Rechts:

Geometrie wie in Abbildung 4.12.

berechnet wurden. Das Wellenfeld wird aber mit verdoppelten Parametern errech-
net. Wieder ist ein Umlernen, bzw. Neuparametrisieren notwendig, um Anregungen

weiterhin genau zu detektieren.



Kapitel 5

Erweiterungen

5.1 Allgemeinere Rekonstruktion der Erregung

In den Abschnitten 3.1.2 und 3.2.1 wurden Rekonstruktionen %X an festgelegten
Punkten des zweidimensionalen Raumes berechnet, unter der Bedingung, dass die
Rekonstruktion der Erregung optimal ist. Eine Erweiterung dieses Ansatzes ist die
optimale Rekonstruktion des gesamten erregenden Wellenfeldes.

Bisher war die Anregung auf einen Punkt beschrinkt und wurde durch z(t), X (w)
oder x beschrieben. Zu minimieren, um eine optimale Rekonstruktion zu erhalten,
war || — x|| mit & = 3" | S;y; und y; = H;x + n;. Aquivalent zu dieser Schreib-

weise sind Schreibweisen im Zeitbereich oder Frequenzbereich. Im Zeitbereich z.B.
gilt y;(t) = hi(t) * x(t) + n;(t) und () = D27 si(t) * yilt).

Nun sei die Anregung nicht nur an einem Punkt bekannt, sondern ein anregendes
Wellenfeld z(P)(¢) sei fiir eine Diskretisierung des Raumes, also an allen Punkten p,
vorgegeben. Die Wellenform an den Orten der Rezeptoren ist dann eine Uberlage-
rung aller Anregungen:

Zh P 5 2P () + n,(t)
Zur Bestimmung der Reizrichtung wird das ganze erregende Wellenfeld rekonstru-

iert:
Zs )il

Die Bedingung fiir eine optimale Rekonstrukmon des Wellenfeldes ist die Minimalitét

lex () — =@ @)ll,

oder dquivalent nach dem Satz von Plancherel-Parseval die Minimalitat von

D IXP ) - XP ().

73
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Diese Minimalitétsbedingung bestimmt die Funktionen s ( ) bzw. S ( ) fiir alle
i und alle p durch die Gleichungssysteme (ohne Beweis)

Z (ZH q) H(q) )_i_a(;”) S(p( ) = ﬁj(p)(w).

=1

Hier ist ¢ wie in Abschnitt 3.1.2 als 0 = Z—Z definiert, also als der Quotient der
Standardabweichungen des Rauschens und des Eingangssignals.

5.2 Erweiterte Ubertragungsfunktion

In Abschnitt 3.1.1 wurde die Ubertragungsfunktion eingefiihrt und auf deren Er-
gidnzungsmoglichkeiten fiir eine genauere Modellierung hingewiesen. Die einfachste
Form der Ubertragungsfunktion ist:

Ty _avk3(w)
H(w,r) = Hyy/—€ (
r

r—ro)e—ik(w)(r—ro)

Der erste Term beschreibt die frequenzabhingige Dampfung einer Oberflichenwelle,
der zweite Term beschreibt die frequenzabhéingige Phasenverschiebung. Desweiteren
wurden ein Faktor cos(§) zur Beschreibung der Richtungssensitivitéit eines Rezep-
tors, ein Faktor e¥“)? d < 0 als Modellierung der Tiefendimpfung und die Faktoren
%k bzw. .gk Zur Berechnung der Partikelgeschwindigkeit eingefiihrt. Eine erweiterte
Ubertragungsfunktlon lautet dann

G cos(§) @e_%%)(7“_”0)ek(‘“)de_ik(“’)(r_TO)

H(C«),T‘):Hog
w r

Eine genauere Beschreibung der Stromungsgeschwindigkeit am Ort des Seitenlinien-
organs macht die Beriicksichtigung der Grenzschicht notwendig. Eine weitere Frage
ist, wie die Rezeptoren die Information iiber die Partikelgeschwindigkeiten in den
neuronalen Kode umsetzen. Ein erster Schritt ist die Betrachtung der Mechanik der
Cupula. Vorraussetzung fiir die Beriicksichtigung in der Ubertragungsfunktion ist
die Linearitdt des Systems, durch das das Grenzschichtverhalten oder die Cupula-
mechanik beschrieben wird.

5.2.1 Grenzschicht

Breitet sich eine Wasserwelle entlang einer festen Oberfliche aus, so entsteht eine
Grenzschicht an der festen Oberfliche, in der die Welle geddmpft wird. Der Grund
hierfiir ist die neu hinzugekommene Randbedingung: An der festen Oberfliche muss
die Partikelgeschwindigkeit null sein, bedingt durch die Reibungskrifte. Das macht
es notwendig, die Eulergleichungen mit Viskositdtsterm heranzuziehen, denn nur in
viskosen Medien spielt Reibung iiberhaupt eine Rolle. Bei der Wellenausbreitung
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in Wasser geht man davon aus, dass eine freie Wellenausbreitung niherungsweise
nichtviskos ist, bei der Beschreibung der Wellenausbreitung in Grenzschichten aber
die Viskositédt nicht zu vernachldssigen ist.

Es wird hier der einfachste Fall einer Grenzschichtbildung diskutiert, die Welle
sei nur eindimensional und nicht ortsabhingig. Ein Wasservolumen sei begrenzt
durch eine feste Fliche bei y = 0 eines xy-Koordinatensystems. Das Wasservolumen
schwinge gleichféormig mit konstanter Frequenz in x-Richtung. Die Geschwindigkeits-
komponente u = u(t,y) in x-Richtung ist also von der Zeit ¢ und vom Abstand y
von der Oberfliche abhiingig. Die Geschwindigkeitskomponente v in y-Richtung sei
0. Damit lauten die Eulergleichungen

u; =0
und 1
Uy = —;pw + V(Ugg + Uyy)- (5.1)

In der Gleichung der Impulserhaltung (5.1) fallt also der Term u,, durch die Kon-
tinuitdtsbedingung heraus. Die Randbedingung lautet

u=0 fir y=0.

Eine Losung von (refgrenzl), die harmonisch in der Zeit ist und die Randbedingung
erfiillt, ist [25]

1 .
ty) = —(— (1 _ *va/“) . 5.2
ult,y) = o (pa) (1 ¢ (52)
Mit D(y,w) = 1 — e ¥V#®/? gei der Dimpfungsterm bezeichnet, der die Lésung in
einer Grenzschicht von der ungeddmpften Ldsung unterscheidet, denn eine harmo-
nische Losung des viskositétsfreien Problems lautet

1
t = — \7Pz),
u(t,y) i 7P)
wie man leicht durch Einsetzen in die Differentialgleichung u; = —%px verifizieren
kann. Die Dicke der Grenzschicht ist Definitionssache und variiert von Autor zu
Autor. Lighthill [25] definiert die Dicke der Grenzschicht als

5 (\/V/ w) .
Der Realteil des Ddmpfungsterms D(y,w) ist dann in einem 3% Intervall um 1,
fiir y — oo konvergiert dieser Term gegen eins, die Losung konvergiert gegen die
reibungsfreie Losung.
D hiangt sowohl vom Abstand von der festen Oberfléiche ab, als auch von der Fre-

quenz w. Je hoher die Frequenz, desto schmaler die Grenzschicht (vgl. Abbildung
5.1 links).
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Abbildung 5.1: Ddmpfung in der Grenzschicht.

Links: fiir drei verschiedene Frequenzen. Je héher die Frequenz, desto schmaler die Grenz-
schicht. Rechts: In verschiedenen Tiefen der Schicht. Je ndher man der Begrenzung ist,
desto stirker ist die Ddmpfung.

Neben der Dampfung der Welle in der Grenzschicht verschiebt sich auch die Phase in
Abhéngigkeit der Frequenz. Der Dampfungsterm D(y,w) kann umgerechnet werden
in die Amplitudenddmpfung |D(y,w)| und die Phase arg(D(y,w)).

Die Annahme, dass die Stromungsrichtung parallel zur Oberfliche ist, ist bei der
realen, dreidimensionalen Ausbreitung nicht erfiillt. Die u-Komponente der Ausbrei-
tung allerdings ist am Riicken des Frosches in etwa parallel zur Froschoberfliche. Die
zweite Annahme der harmonischen Stromung ist in der linearen Systemtheorie keine
Einschriankung. Nichtharmonische Wellen erhiilt man durch Uberlagerung von har-
monischen Wellen. Die frequenzabhéngige Modifikation der sich frei ausbreitenden
Losung erhilt man aus Formel (5.2) als

D(y,w)=1- Vi,

Dabei ist y der Abstand des betrachteten Punktes der Cupula von der Oberfliche
des Frosches, z.B. kann man fiir y die halbe Cupulalinge einsetzen. Die neue Uber-
tragungsfunktion H,.,(w) entsteht durch Erweiterung der bisherigen Ubertragungs-
funktion H(w) durch D(y,w):

Hyeu(w) = D(y,w)H(w)
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5.2.2 Mechanik der Cupula

In der Literatur iiber die Physik der Seitenlinienorgane wird eine Cupula ndherungs-
weise als harmonischer Oszillator beschrieben, der angeregt wird durch die Geschwin-
digkeit der die Cupula umstrémenden Wasserpartikel [21]. Die Differentialgleichung
des harmonischen Oszillators fiir die Cupulaauslenkung z bei harmonischer Anre-
gung lautet:

74+ v% + wiz = yv cos(wt)

Dabei sind v und wqy die Systemkonstanten, die anhand von Experimentdaten ange-
passt werden miissen und v cos(wt) ist eine harmonische Anregung der Amplitude
v und beschreibt die Stromungsgeschwindigkeit. Nach dem Einschwingvorgang gilt
fiir die Losung im Frequenzbereich

Z(w) = 7 V().

wi — w? + iyw

V' (w) sei die Fouriertransformation der Anregung. Wieder kann die bisherige Uber-
tragungsfunktion durch einen Faktor, der die Mechanik der Cupula beschreibt,
erginzt werden.

5
Hneu = : H
() wi — w? + iyw (@)

Fiir kleine Frequenzen der Erregung (w < wp) kann die Ubertragungsfunktion durch

Hyeu(w) = 5 H(w)
Wo
approximiert werden [21]. Der Einfluss der Mechanik der Cupula auf die Ubertra-
gungsfunktion ist im Bereich kleiner Frequenzen also ndherungsweise eine frequenz-

unabhingige Skalierung.

5.3 Modellierung auf Basis des Spike Response
Modells

Das diskutierte Modell lésst sich theoretisch in ein neuronales Modell, das die bio-
logische Realitéit beriicksichtigt, umsetzen. Grundlage dafiir sei das Spike Response
Modell [11], das das Eingangs-Ausgangs Verhalten eines Neurons beschreibt. Fiir
das Potential eines Neurons, unter Vernachléssigung der Refraktérzeit, das ist die
Erholungszeit des Neurons nach einem Aktionspotential, gilt

V() =YY Jeelt—tf — Ay).

ko f

Es wird hier iiber die Fasern & summiert, deren Spiketrains {t}: }=1,2.. das betrach-
tete Neuron erregen. Es ist Ay die Verzogerungszeit der k-ten Faser, also die Zeit,
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die zwischen der Erregung des Spikes am k-ten Rezeptor und der Rezeption dieses
Aktionspotentials am betrachteten Neuron liegt. Das Gewicht Jj bezeichnet man
als Synapsenstiirke, €(t) als Responsekern. Die Gestalt des Responsekerns ist, wenn
moglich mit experimenteller Verifikation, noch festzulegen.

Ziel ist es, aus dem linearen Modell Werte fiir die J, und Ay zu gewinnen, so dass
V (t) das Potential eines eine bestimmte Richtung kodierenden Neurons beschreibt.
Wie im linearen Modell werden dann Funktionen V'(t), die unterschiedliche Rich-
tungen kodieren, berechnet und verglichen.

Als erste Erweiterung des linearen Modells miissen die Wellen, die an den Rezepto-
ren von den Cupulae gemessen werden, in eine neuronale Kodierung umgerechnet
werden. Dieser Transfer ist nicht offensichtlich, und es bedarf noch genauerer Re-
cherche und Uberlegung beziiglich der Mechanismen und der zugrunde liegenden
Wahrscheinlichkeiten.

Man betrachte nun nochmal die Rekonstruktion einer Erregung in der Matrix-Vektor
Schreibweise.

k

Die Matrizen Sy sind Bandmatrizen, auf den einzelnen Béndern stehen die zeitlichen
Diskretisierungen der Funktionen s;(t) wie folgt:

s,(0ms) sg(—1ms)  sg(—2ms)  sx(—3ms) ... Y (0 ms)

— 0 sk(0ms)  sx(—0.001ms) sip(—2ms) ... Yk (1 ms)

kYk = 0 0 sk (0 ms) sk(—1ms) ... Yk (2 ms)
0 . : : :

wobei sy in Abstédnden von 1ms diskretisiert ist. Die Funktionen si(¢) héngen in
erster Linie vom Abstand r und dem Rekonstruktionsparameter ¢ ab. Ein Beispiel
einer solchen Funktion ist in Abbildung 5.2 dargestellt.

Durch numerische Versuche kann nun ermittelt werden, ob zur Rekonstruktion und
Richtungsbestimmung ein Ausschnitt der Funktionen si(t) geniigt. Versucht wird,
sich auf eine Anzahl von Maxima und Minima zu beschrinken. Die Funktionen 3
sind dann iiberall 0, aufler an den Stellen der betragsgréfiten Maxima und Minima.
In der Bandmatrix S; bleiben nach dieser Transformation also nur wenige Binder
iibrig. Reduziert man si(t) fiir jedes k& auf einen Punkt, d.h.

§k (t) = Sk,maz 5(t - tk,maz)a
wobel Sk mar der Wert Si(tkmaez) des Maximums von sj ist, und tgme, < 0 der
Zeitpunkt dieses Maximums, so ergibt sich bei Einsetzen der §; in Gleichung (5.3)
fiir die Rekonstruktion & zur Zeit ¢
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Abbildung 5.2: Graph der Funktion sy (t).

'%(t) = Z Sk,maw yk(t + |tk,ma:c‘)-
k

Man braucht also zur Rekonstruktion der Erregung zur Zeit ¢ Information aus der
Zukunft, zu den Zeiten ¢ + |tgmaz|- In der Realitéit muss also zur Rekonstruktion

abgewartet werden, bis die bendtigte Information gesammelt ist. Ist 7" > tj 4, €in
derartiger Zeitpunkt, so gilt:

jf(t) = Z Sk,mazx yk(t +7T - tz,max)’
k

mit ¢} =T — |tkmaz|- Erst zum Zeitpunkt ¢ + 7" kann die Rekonstruktion der

k,max
Zeit t berechnet werden. Analog ist der Fall der Beriicksichtigung mehrerer Maxima

und Minima sy ;:
Bt—T)=Y_> sejunlt —t1,)- (5.4)
k J

Die Potentialformel der Spike-Response-Modellierung eines Neurons, wobei nun je-
der Rezeptor k durch mehrere Fasern j mit dem Neuron verbunden ist, lautet

V) =Y 3N et —tf — Agy).
k3 f

In Analogie zu Formel (5.4) werden dann die Parameter Jy, ; = s;,; und Ay ; = t; ;
gesetzt. In Abbildung 5.3 ist die Verschaltung graphisch dargestellt.

Die Berechnung der V'(¢) fiir verschiedene Richtungen ist aus Effizienzgriinden in C
[23] programmiert und nur ansatzweise getestet. Parameter und Variationsfreiheiten
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k-tes
Seitenlinienorgan

Abbildung 5.3: Skizze der Verschaltung eines die Richtung ¢ kodierenden
Neurons.

dieses Algorithmus sind die Parameter des linearen Modells, wie der Rekonstrukti-
onsparameter o, die Geometrie und Anzahl der Seitenlinienorgane und die Wahl der
Ubertragungsfunktion. Neu hinzugekommen ist die Art der Erzeugung der Spikes,
der verwendete Responsekern ¢ und die Anzahl der Minima und Maxima, die der
Anzahl der Fasern zwischen Rezeptor und kodierendem Neuron entsprechen.

Norm der Rekonstruktion

. . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350
Richtung in Grad

Abbildung 5.4: Mit dem Spike-Response Modell berechnete Karten.
Karten bei einer Anregung aus der Richtung 0 Grad. Parameter sieche Text.

In Abbildung 5.4 ist eine numerisch berechnete Karte dargestellt. Die Beschreibung
der Geometrie ist analog zu Abschnitt 4.2, jedes richtungskodierende Neuron ist
hier nur durch zwei Fasern (Maximum und Minimum von s(¢)) mit jedem Rezeptor
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verbunden. Der Rekonstruktionsparameter ist ¢ = 5. Aus der kontinuierlichen Welle
wird jede Millisekunde ein Spike mit maximaler Wahrscheinlichkeit 1/4 erzeugt. Die
Wabhrscheinlichkeit hiéngt linear von der Wellenauslenkung am Rezeptor zu diesem
Zeitpunkt ab.

y(t)

ymaa)

P(Spike zur Zeitt) = 0.25

Das ist eine erstbeste Naherung des tatséchlichen Spikegenerierungsmechanismus.
Der Responsekern ist als )

e(t)y=te

mit 7 = 10 ms gewéhlt.

Verbesserungen der Richtungsbestimmungen sind durch Hinzunahme weiterer Fa-
sern, also Maxima und Minima der Funktionen s (t), zu erreichen. Der Rekonstruk-
tionsparameter o kann dann kleiner gewéhlt werden. Variation von 7 hat wenig Ein-
fluss auf das quantitative Ergebnis, 7 ist aber eine wichtige biologische Konstante.
Nach Verbesserung des Spikegenerierungsmechanismus kann eventuell die Wellen-
kodierung in zwei Afferenzen, positive und negative Geschwindigkeiten, miteinbe-
zogen werden. Eine zentrale Frage ist die biologische Realisierbarkeit der Verzoge-
rungszeiten. Experimentell ist zu ermitteln, welche maximalen Verzégerungszeiten
moglich sind. Das Modell ist dann so zu parametrisieren und zu modifizieren, dass
die Verzogerungszeiten im Modell realistisch sind. Dafiir ist vielleicht auch eine Zer-
legung in Teilsysteme und separate neuronale Verarbeitung sinnvoll, wie sie experi-
mentell vermutet wird [38].
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