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Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit befaBt sich mit der Signalverarbeitung im Seitenli-
niensystem des afrikanischen Krallenfrosches Xenopus laevis laevis. Das Studium
dieses Systems 1aBt Riickschliisse auf die Grundprinzipien neuronaler Informati-
onsverarbeitung zu; mithin ist die Motivation dieser Arbeit nicht das Interesse
an einem spezifischen Sinnessystem, sondern wesentlich weiter gefaBt. Dieses
allgemeinere Interesse wird im einleitenden Kapitel 1 prazisiert.

Die weitere Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Teil | befaBt sich mit bereits
bekannten Tatsachen zum Sinnessystem Seitenlinie und zu Oberflachenwellen als
typischem Reiz desselben und legt damit die Grundlage fiir die im zweiten Teil
folgende Modellbildung.

e Die Eigenschaften von Wasserwellen werden aus den Grundprinzipien der
Hydrodynamik abgeleitet (Kapitel 2). Die umfassende Darstellung soll
das Verstandnis unabhingig vom speziellen (biologischen oder physika-
lischen) Hintergrund erméglichen und die Grundlage fiir weitere Untersu-
chungen insbesondere iiber die Veranderung des Wellenmusters durch den
Froschkorper bilden.

e Neben einer kurzen Diskussion der Hydrodynamik am Froschkorper gibt
Kapitel 3 eine Einfiihrung in den aktuellen Forschungsstand beziiglich der
Elektrophysiologie und Anatomie des peripheren (Abschnitt 3.3.1) und zen-
tralen (Abschnitt 3.3) Seitenliniensystems.

Die Behandlung insbesondere der Wasserwellen ist sehr umfassend gehalten und
mag fiir den Leser mit einem gewissen Vorwissen stellenweise (iberausfiihrlich
sein. Eine detaillierte Gliederung und ein Verzeichnis der wichtigsten Symbole
(Tabellen 2 und 3) auf den Seiten XI bzw. XII sollte hier helfen, ohne Schwie-
rigkeiten bereits bekannte Dinge zu iiberspringen. Zusatzlich sind Formeln von
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etwas weiterreichender Bedeutung mit Rahmen markiert, um das Wiederfinden
zu erleichtern.
Der zweite Teil behandelt das eigentliche Modell der Signalverarbeitung.

e In Kap. 4 wird das Problem zuniachst mathematisch analysiert und zwei
eng verwandte Losungsmodelle werden diskutiert.

e Im nichsten Schritt wird auf Basis einer Fehlerminimierung ein LernprozeB
entwickelt, der die Modelle aus Kapitel 4 hervorbringt (Abschnitt 5.1). Aus
der Praxis eines solchen Lernprozesses ergibt sich eine natiirliche Synthese
beider Modelle (Abschnitt 5.2).

e SchlieBlich kann gezeigt werden, daB die Voraussetzungen gegeben sind,
das entwickelte Modell einschlieBlich des Lernprozesses neuronal zu imple-
mentieren (Kapitel 6). Die Eigenschaften dieses Modells werden mit den
experimentell bekannten Eigenschaften des Seitenliniensystems des Kral-
lenfrosches verglichen.

Die vorliegende Arbeit wurde konzipiert, um einem fortgeschrittenen Studen-
ten auf dem Niveau eines Diplomarbeitsanfangers ohne weitere Hilfsmittel das
Verstandnis zu ermdglichen. Sie soll als Basis fiir die weitere Arbeit an der Modell-
bildung im Seitenliniensystem dienen konnen. Aus diesem Anspruch heraus und
der zwanglaufigen Anforderungen einer Diplomarbeit an formale Vollstandigkeit
wegen wachst die Arbeit auf liberdurchschnittlichen Umfang.

Die Rechtschreibung orientiert sich meistenteils an den Regeln von 1991, ins-
besondere beziiglich Verwendung der s-Laute, GroB- und Kleinschreibung sowie
den Regeln beziiglich Getrennt- und Zusammenschreibung. Die Zeichensetzung
folgt den freieren Regeln der neuen deutschen Rechtschreibung von 1998, um
die Moglichkeiten einer besseren Satzstrukturierung konsequent zu nutzen.

Die vorliegende Arbeit ist mit I’STEX2: und TEX Version 3.14159 bzw. pdf TEX
Version 3.14159-1.10b erstellt. Editor war XEmacs 21.4. Bilder wurden mit
Grace-5.1.14 unter Verwendung der verfligbaren Datenanalyse-Tools sowie mit
Xfig 3.2 erstellt. Daneben wurden Graphen in Maple V Release 4 erstellt. Fiir
kleinere Berechnungen unabhangig von der Simulation wurden Maple und Mat-
lab Release 12.1 verwendet. Einige Bilder sind mit GIMP 1.2.3 nachbearbeitet.
Die Simulationsdaten wurden durch ein in C++ unter Linux programmiertes Xe-
nopus-Modell erzeugt (aktuelle Version ist Xenopus 2.0.6). Als Compiler kam
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GNU g++ in der Version 3.3.4 zum Einsatz. Sehr hilfreich war dabei auch
die KDevelop-Entwicklungsumgebung (Versionen 2.1.3 und 3.1.0) und Valgrind-
2.2.0.

Notationsfragen

e Bei Zeitintegralen ist oft der Integrationsbereich nicht explizit angege-
ben. Diese sind dann stets als Integrale von —co bis +o00 zu verstehen.
Da natiirliche Stimuli endlich sind, darf man davon ausgehen, daB diese
sich quadratisch integrieren lassen und dabei nicht zu Divergenzen fiihren.
Ahnliches gilt fiir die (dissipativen) Impulsantworten. Fiir ein Integral im
Frequenz-Raum ohne explizite Grenzen gelte Entsprechendes.

e Da in der Arbeit haufig Summen iiber alle Elemente bestimmter Men-
gen vorkommen, benutze ich folgende Konvention: Wird liber bestimmte
Buchstaben als Index summiert, so bedeutet dies immer die Summation
tiber alle Elemente jener Menge, der der Index in Tabelle 1 zugeordnet ist,
so nicht explizit anders erwahnt.

e Jedes Alphabet besitzt nur eine endliche Anzahl Zeichen!. Da ich bereits im
Kapitel 2 iiber die Wasserwellen eine groBe Zahl Symbole verwende, die mir
bei der Diskussion der Modelle dann fehlen wiirden, méchte ich festlegen,
daB bis auf die in Kapitel 4 explizit aus dem ersten Teil iibernommenen
Symbole alle anderen im zweiten Teil ihre Giiltigkeit verlieren.

e Bis auf die einzige Ausnahme? der Synapsenstirken J%, sind (verzdge-
rungs-)zeitabhangige GroBen im zweiten Teil durchgéangig mit Kleinbuch-
staben bezeichnet. Ihr Aquivalent im Fourier-Raum wird durch die zu-

gehorigen GroBbuchstaben bezeichnet.

'Ein Faktum, das im Alltag des Theoretikers oft zu Gewissensnédten fiihrt, da stets gu-
te Griinde dafiir sprechen, gerade diesen und keinen anderen Buchstaben fiir eine GroBe zu
verwenden, der aber dummerweise eigentlich schon anderweitig vergeben ist.

2Die Bezeichnung der Synapsenstirken mit J ist in der Litertur iiblich. Das kleine j bildet
keine Alternative, da es erstens bereits als Index verwendet wird und zweitens seinem Schriftbild
nach selbst schlecht mit Indezes zu versehen ist.



e SchlieBlich habe ich in deb Tabellen 2 und 3 die wichtigsten Symbole
aus dem Modellteil zusammengestellt, um den Einstieg an einer beliebigen
Stelle der Arbeit zu erleichtern.

1,7 | indizieren die N, Organe des Seitenliniensystems

p,q | indizieren die IV, Rekonstruktionspositionen eines Modells
(versammelt in der Menge P)

k,l | indizieren die N; Diskretisierungspunkte einer diskretisier-
ten Funktion bzw. die Komponenten eines sich daraus er-
gebenden Vektors

m indziert die NV; Komponenten der diskret Fourier-Transfor-
mierten einer diskretisierten Funktion der Zeit

n indiziert die IV; Komponenten eines modifizierten Fourier-
Vektors (siehe dazu Anhang C.1)

Tabelle 1: Indexkonventionen



Autokorrelationsfunktion des postsyn. Potentials, dessen
Fourier-Transformierte (FT)

postsyn. Potential, S. 96, Gl. (6.11)

Impulsantwort am Organ i fiir Pos. p, deren FT (Ubertra—
gungsfunktion), siehe S. 64 Gl. (4.10)

k-te Synapsenstarke an der Afferenz von Organ i auf Kar-
tenneuron p, m-te Komponente von deren DFT

Rauschen am Organ i, dessen FT

Riicktransferfunktion, deren FT

Standardabweichung des Rauschens

Standardabweichung des internen/externen Rauschens

Standardabweichung der Lernsignale

0:(w)/ /Ny

on(w)/oz(w), bzw. o, (w)/oP(w)

Membranpotential des Neurons p, siehe S. 96 GI.(6.9)

Membranpotential mit Referenz, siehe S. 101 GI.(6.20)

Lernfenster, sieche Abschnitt 6.2.4

Signal an Position p, dessen FT

Rekonstruktion fiir Position p, deren FT

Signal am Organ 4, dessen FT

aus 2P (t — T') bzw. y;(t) erzeugte Spike-Trains

Tabelle 2: Funktionen der Zeit bzw. Frequenz
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Dny, Dampfung durch den Froschkorper, siehe S. 64, Gl. (4.11)

AD axonale Verzégerungszeit der Synapse mit Starke J},

Ay Sampling-Intervall (Synapsenabstand)

e, B quadratische Abweichung der Rekonstruktion von der Wel-
lenform (Index je nach Modell), deren Erwartungswert

F(q,p) Referenzfenster, siehe S. 89, Gl. (5.13)

©ir Pp Winkel des Organs i bzw. der Pos. p in der Modellgeome-
trie, sieche S. 70 Abb. 4.3

No, Np, Ny Zahl der Organe, Rekonstruktionsp., Sampling-Zeiten

R, R Ratenkonstante und Spontanfeuerrate im neur. Modell

n Lernparameter

Tabelle 3: Andere GroBen
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Kapitel 1

Einleitung

Das Verstandnis der Funktionsweise des Nervensystems steckt in den Kinder-
schuhen. Selbst das einfache Netzwerk von einigen hundert Nervenzellen der
Meeresschnecke Aplysia ermdglicht dem Tier eine Anzahl verschiedener Verhal-
tensmuster, die bei weitem nicht alle aus der Struktur des Netzwerks erklart sind
(Alberts et al. 1989). Die einschiichternde Komplexitat des Nervensystems von
Wirbeltieren und speziell des Menschen vor Augen, kommt man schnell zu der
Einsicht, daB, will man zu einem besseren Verstandnis dieser Systeme kommen,
man zum jetzigen Zeitpunkt sich auf das Studium einfacher, relativ abgeschlosse-
ner Teilsysteme beschranken sollte, deren Ein- und AusgabegroBen experimentell
zuganglich sind. Hier besteht die Moglichkeit mittels detaillierter theoretischer
Analyse und Simulation im Vergleich mit experimentellen Daten einige Grund-
prinzipien neuronaler Informationsverarbeitung und die dazu nétigen physischen
Voraussetzungen zu verstehen.

Ein sensorisches System wie das Seitenliniensystem des Krallenfrosches Xe-
nopus laevis laevis, welches das Modellsystem fiir diese Arbeit bildet, bietet in
diesem Zusammenhang den Vorteil relativ leicht zu vermessender EingabegroBen
iiber eine begrenzte Anzahl Kanile. Das Seitenliniensystem besitzt nur etwa 180
unabhangige Rezeptoren, die zusatzlich sehr dhnliche Sensorcharakteristik besit-
zen (Kroese et al. 1978), im Gegensatz etwa zum menschlichen visuellen System
mit Millionen von Rezeptorzellen (Buser und Imbert 1992b) oder dem auditori-
schen System mit immerhin noch ca. 3500 inneren Haarzellen (Buser und Imbert
1992a), und es scheint daher ein geeigneter Kandidat, um Lernmechanismen in
sensorischen Systemen zu studieren. Ahnlichkeiten zum auditorischen System,



Kapitel 1. Einleitung o

v.a. im Bezug auf die Art der Stimuli, lassen hoffen, daB sich Erkenntnisse aus
dem Bereich der Seitenlinie als iibertragbar erweisen.

Ein weiterer Grund, ein sensorisches System als Beispiel zu betrachten, liegt in
der Tatsache, daB die Sinnesorgane und die ersten Stufen der Signalverarbeitung
eine einzige klar definierte Aufgabe besitzen, die Analyse der Daten namlich, die
von den Sinnesorganen gesammelt werden. Hier kommen die beiden zentralen
Fragen dieser Diplomarbeit ins Spiel.

Zum ersten ist zu klaren, was wir mit Datenanalyse meinen und nach Be-
antwortung dieser Grundsatzfrage natiirlich auch, wie diese geschieht. Nach wel-
chen Eigenschaften in den Signalen wird gesucht? Wie ist es moglich, gleichartige
Quellen als solche zu erkennen? In welche Sprache muB iibersetzt werden, um die
relevante Information dem restlichen Nervensystem zuganglich zu machen? Wie,
im besonderen, gelingt die Integration von Information aus unterschiedlichen Sin-
nesmodalitdten zu einer neuronalen Reprasentation des die Signale erzeugenden
Objektes? Die Beantwortung der letzten Frage in ihrer ganzen Breite ist sicher
zu schwierig, jedoch ist es am vorliegenden Beispiel des Seitenlinienssystems
moglich zu zeigen, wie dieses die Fahigkeit erwirbt, die gesammelte Information
in der Kodierung eines ,, Referenz-" oder , Lehrersystems™ zur Verfligung zu stel-
len. Weiterhin stellt sich die Frage nach einem Lernmechanismus um eine solche
Signalverarbeitung auszubilden.

Wir suchen in beiden Fragen anschauliches Verstdndnis auf der Grundla-
ge bekannter biologischer Mechanismen ebenso wie eine moglichst vollstandige
theoretische Analyse der vorgeschlagenen mathematischen Modelle. Computer-
Simulationen dienen der Veranschaulichung und Verifizierung der analytischen
Vorhersagen und erlauben den Vergleich mit experimentellen Daten.

Xenopus leavis laevis, im folgenden einfach nur Xenopus genannt, ist ein rein
aquatisch lebender Frosch, dessen natiirliches Verbreitungsgebiet in Siidafrika
liegt, wo er groBtenteils nachtaktiv in SiiBwasserseen, -tiimpeln und Fliissen lebt
(Tinsley und Kobel 1996)*. Abbildung 1.1 zeigt eine Aufnahme. Ausgewachsene
Krallenfrosche sind etwa 8cm lang und bis zu 100g schwer (Elepfandt 1982).
Unter den Anuren? stellt die Art zusammen mit wenigen anderen rein aquatisch

1Selbige Quelle erwihnt auch, daB Xenopus gelegentlich die Speisekarte der ortlichen
Bevolkerung bereichert. Zieht man die GroBe des Tieres in Betracht diirfte es sich bei ei-
nem einzelnen Frosch allenfalls um einen Nachtisch handeln.

2Froschlurchen
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lebenden Spezies eine Ausnahme insofern dar, als das Seitenliniensystem hier
lebenslang vorhanden und funktionsfahig ist, wahrend es bei Kaulquappen ande-
rer Arten zwar ausgebildet ist, nach der Metamorphose aber verschwindet oder
wahrend langer Phasen terrestrischer Existenz inaktiviert und von der Epidermis
iberwachsen ist. Genaueres liber die Lebensumstande des Tieres findet sich bei
den schon erwdhnten Tinsley und Kobel (1996).

Abbildung 1.1: Xenopus laevis laevis

Die mechanorezeptive Seitenlinie ist ein bei vielen aquatisch lebenden Wir-
beltieren (Fischen und Amphibien) verbreitetes Sinnesorgan. Auf oder in der
Haut liegende Sinnesorgane werden durch vorbeistromendes Wasser stimuliert
und vermitteln dem Tier Informationen iiber die Stromungsverhaltnisse in seiner
Umgebung. Eine genauere Beschreibung der einzelnen Organe wird im Abschnitt
3.2 gegeben, umfassende Informationen finden sich bei Russell (1976). Es kann
sich bei einem Stimulus um mit Oberflichenwellen verbundene Strémungen han-
deln oder um Stromungsfelder im Wasservolumen, z.B. verursacht durch einen
sich bewegenden Rauber. Daneben wird das Sinnessystem beim Beutefang, zur
Kommunikation und zur Orientierung verwendet (Russell 1976; Hassan 1985;
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Coombs und Fay 1993; Bleckmann 1994; Coombs et al. 2000).

Diese Arbeit beschrankt sich auf ein Beutefangverhalten bei Xenopus. Das
Tier dreht sich auf die Quelle von Oberflachenwellen zu und schwimmt ein Stiick
in deren Richtung. In freier Wildbahn handelt es sich dabei z.B. um ein ins Wasser
gefallenes Insekt, im Laborversuch werden Wellen mittels eines Luftstroms (El-
pfandt, pers. Mitteilung), eines Stempels (Elepfandt und Wiedemer 1987; Claas
und Miinz 1996) oder durch fallende Wassertropfen (Gorner et al. 1984) erzeugt.
Aus dem Stromungsmuster, das die den Frosch iiberlaufende Welle an seinen Sei-
tenlinienorganen erzeugt, kann das Tier die Position des Stimulus bestimmen,
wie bereits Kramer (1933) feststellt. Dieser bestimmt auch die Seitenlinie als das
an diesem Verhalten beteiligte Sinnesorgan. Zusatzlich konnte gezeigt werden,
daB Xenopus unterschiedliche Frequenzen unterscheiden und diese verschiedenen
Quellen (und deren Position) zuordnen kann (Elepfandt 1985, 1986b). Auch beim
an der Oberflache jagenden Fisch Aplocheilus lineatus sind dhnliche Fahigkeiten
festgestellt worden (Bleckmann 1994).

Unser Ziel im folgenden wird sein, ein Modell zu erstellen, das diese Beobach-
tungen erklaren kann. Dieses Modell wird als zentrales Element eine neuronale
Karte der Umgebung enthalten. Eine solche Karte ist eine Gruppe von Neuro-
nen, wobei deren rezeptive Felder jeweils nur enge Raumbereiche umfassen und
die rezeptiven Felder benachbarter Zellen im Raum benachbart liegen. In diesem
Sinne kann man von einer topologischen Anordnung sprechen. Neuronale Karten
sind ein in der Signalverarbeitung sensorischer Systeme haufig wiederkehrendes
Prinzip (Domany et al. 1994) und auch fiir das Seitenliniensystem von Xenopus
nachgewiesen (siehe Abschnitt 3.3).

Der wichtigste Teil dieser Arbeit beschaftigt sich mit der Ausbildung der
neuronalen Karte durch ein Lehrersystem. Obwohl Lernen eines Systems durch
Vergleich der eigenen Ausgabe mit der durch ein Lehrersystem vorgegebenen
Sollausgabe? fiir Lernmechansimen kiinstlicher neuronaler Netze von zentraler
Bedeutung (Domany et al. 1994) ist, stellt es ein in biologischem Zusammenhang
bislang kaum diskutiertes Prinzip dar. Der in dieser Arbeit betrachtete Lernproze
baut auf bekannten biologischen Mechanismen auf, leitet sich aber gleichzeitig
aus elementaren mathematischen Prinzipien ab. Um letztere anwenden zu konnen
bendtigen wir jedoch zundchst eine mathematische Beschreibung der Natur des
Stimulus und des Ubertragungskanals Wasseroberfliche.

3In diesem Zusammenhang ist oft von iiberwachtem Lernen die Rede.
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Kapitel 2

Wasserwellen

Die Wasseroberflache, deren Anregungen mir im folgenden Kapitel Gelegenheit
zu ausfiihrlichen Erérterungen geben werden, stellt uns vor verschiedene Proble-
me. Was das menschliche Auge erfalt, wenn wir eine Wasserwelle betrachten, ist
das periodische Auf- und Abschwingen eines Punktes der Grenzschicht zwischen
Wasser und Luft. Die Wasseroberflache ist jedoch keine schwingende Membran.
In Wahrheit beinhaltet diese scheinbar einfache Bewegung in einer Dimension ver-
gleichsweise komplizierte Stromungen innerhalb des Fluids, die mitunter auch tief
unter die Wasseroberflache reichen kénnen. Um diese Dynamik adaquat zu be-
schreiben, ist eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit den Gleichungen der Hy-
drodynamik unerlaBlich. Bei diesen, den Euler- bzw. Navier-Stokes-Gleichungen,
handelt es sich um nichtlineare partielle Differentialgleichungen, deren Diskussi-
on im Zusammenhang mit Oberflachenwellen ein aktives Forschungsgebiet der
angewandten Mathematik darstellt.

Unter bestimmten Bedingungen kann man das Problem linearisieren, und
diese Vorgehensweise gibt uns einen gut ausgearbeiteten und allgemeingiiltigen
mathematischen Apparat an die Hand, mit dessen Hilfe sich eine fiir unsere
Zwecke geeignete Losung erarbeiten 1aBt.

2.1 Hydrodynamische Grundgleichungen

In der Geschichte der Hydrodynamik kann man zwei unterschiedliche Betrach-
tungsweisen einer sich bewegenden Fliissigkeit ausmachen. Die zeitlich spatere
Variante hat ihre Wurzeln in der Mechanik der Massenpunkte, da sie ein Fliissig-
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keitselement mit einem Kennzeichen (z.B. der Startposition) versieht, und des-
sen Entwicklung liber die Zeit hinweg auf einer Trajektorie verfolgt, vergleich-
bar einem Farbtropfen, der sich innerhalb des Fluids auf einer Bahn fortbewegt
und wahrenddessen Impuls und Energie mit anderen Fliissigkeitselementen aus-
tauscht. Sie wird gemeinhin als lagrangesche Formulierung der Hydrodynamik
bezeichnet und ist fiir unsere Zwecke eher ungeeignet.

Da wir nicht an der Geschichte jedes einzelnen Fliissigkeitselementes inter-
essiert sind und sich die Behandlung der Randbedingungen vereinfacht, verwen-
den wir die adquivalente sog. ulersche Formulierung, welche den Zustand der
Flissigkeit durch Felder beschreibt, die Geschwindigkeit, Druck und Dichte in
Abhéangigkeit des Orts angeben. Wie erwahnt lassen sich hierbei Randbedingun-
gen vergleichsweise einfach einbauen, indem man fiir jeden Zeitpunkt an den
Réandern einen Wert fiir diese Felder vorgibt.

Die grundlegenden Gleichungen dieser Formulierung der Hydrodynamik lassen
sich, Chorin und Marsden (1993) folgend, mit wenig Aufwand aus elementaren
Gesetzen der klassischen Mechanik herleiten, namlich

e der Erhaltung der Masse,
e dem 2. Newtonsche Gesetz

e und der Erhaltung der Energie.

2.1.1 Massenerhaltung und Quellenfreiheit

Betrachten wir eine Fliissigkeit, deren Geschwindigkeit lokal gegeben ist durch
v(x,t) und deren Dichte beschrieben sei durch p(x, t). Da keine Materie entsteht
oder zerstort wird, kann eine Anderung des Masseninhalts eines Volumens W nur
geschehen, indem sich Masse iiber die Begrenzung OWW des Volumens bewegt.
Wenn n fiir den Normalenvektor der Flache dA steht und dA := ndA, wird
dieser Sachverhalt ausgedriickt durch

4 pdV:—/ pv-dA . (2.1)
dt Jw ow

Mit Hilfe des GauBschen Satzes erhalt man

/W {% +V- (pv)] dv =0 (2.2)
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und schlieBlich, da diese Gleichung fiir jedes beliebige kleine Volumenelement W
gelten muB,

dp
o TV (V) =0, (2.3)

Hierbei wurde ausreichende Glatte der beteiligten Felder vorausgesetzt. Glei-
chung (2.3) 14Bt sich noch weiter vereinfachen, wenn wir eine Annahme einbrin-
gen, die fiir unser Problem keine Einschrankung darstellt. Wasser kann bei den
herrschenden Druckverhaltnissen als inkompressibel angesehen werden. Damit ist
die Dichte p raumlich und zeitlich konstant, und es ergibt sich die bestechend
einfache Forderung der Quellenfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes:

V-v=0. (2.4)

2.1.2 Impulserhaltung

Das Vektorfeld x(¢) beschreibe die Bahnen der Fliissigkeitselemente, welche sich
zum Zeitpunkt t = 0 bei x(0) befinden. Die momentane Geschwindigkeit v eines
solchen Elementes, welches sich zum Zeitpunkt ¢ am Punkt x(t) befindet, ergibt
sich als partielle Ableitung nach der Zeit v [x(t),¢] = 2. Wenn wir uns fiir die
Veranderungen der Geschwindigkeit interessieren, die ein und dasselbe Fliissig-
keitselement auf seinem Weg erfahrt, miissen wir in Erinnerung behalten, daB
diese zu jedem Zeitpunkt an einem anderen Punkt stattfindet. Um die Beschleu-
nigung ein und derselben Masse zu berechnen, bilden wir die totale Zeitableitung,
so daB sich endlich ergibt
a[x(0),t] = %V[X(t),t] = g—: + (g—}; . V) v

= v+ (v-V)v, (2.5)
wobei die Notation 0; die partielle Ableitung % bedeutet. Diese Konvention
soll analog fiir samtliche vorkommenden Variablen gelten. AuBerdem gelte die
folgende Definition der sog. Material-Ableitung?

D=, + (v V) . (2.6)

!Diese physikalische Bezeichnung meint formal diesselbe Operation wie der mathematische
Begriff der totalen Zeitableitung. Der Ausdruck wird in der Hydrodynamik verwendet um zu
betonen, daB diese Ableitung die zeitliche Anderung einer GroBe beschreibt an einem Punkt,
der sich zusammen mit dem Material (der Fliissigkeit) durch den Raum bewegt.



Kapitel 2. Wasserwellen o

2.1.2.1 Eulergleichung

Wenden wir uns nun der Kraft zu, die einmal diese Beschleunigung bewirken soll.
Auf die Flissigkeit im Raumbereich W wird durch den Druck an der Oberflache
OW folgende Kraft ausgeiibt, die sich unter Zuhilfenahme des GauBschen Satzes

umschreiben 13Bt,
—/ pdA:—/VpdV. (2.7)
oW w

Die Schwerkraft wirke der negativen z-Richtung entlang (Einheitsvektor e.), und
damit ergibt sich nun die Gesamtkraft auf das Volumen

F:—/ Vp+pge, dV (2.8)
w
oder fir infinitesimale Volumina W

F

W= VP pges (2.9)

Mit dem zweiten Newtonschen Gesetz verlangen wir die Erhaltung des Impulses
und setzen die Kraft auf ein Volumen W aus Gleichung (2.9) gleich seiner Be-
schleunigung (2.5) multipliziert mit seiner Masse pI¥” und erhalten die eigentliche
Eulergleichung

1
Dyv=—-Vp—ge,. (2.10)
)

2.1.2.2 Navier-Stokes-Gleichung

Fiir viskose Medien 138t sich auf dhnliche Art und Weise eine Gleichung fiir die
Dynamik des Impulses erhalten. Da jedoch in einem solchen Medium zusatzli-
che innere Krafte neben dem Druck wirken, missen wir den Ausdruck fiir die
Kraft auf ein Fliissigkeitselement iiberarbeiten. Es ist nicht notwendigerweise so,
daB eine Kraft, die auf eine Flache A mit Normalenvektor n,4 ausgeiibt wird,
immer entlang desselben wirkt. Reibungskrafte zum Beispiel, wie jene auf einen
rutschenden Holzblock, konnen parallel der Flache wirken an der sie angreifen.

Diesen Zusammenhang kann man durch Einfiihrung des Spannungstensors® o

2Der Zusammenhang zwischen Kraft und Flichennormale ist notwendig linear, falls er stetig
sein soll. AuBerdem ist o wegen der Gleichheit von Kraft und Gegenkraft symmetrisch. Zum
Beweis siehe Chorin und Marsden (1993).

10
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beschreiben, der die ausgeiibte Kraft pro Einheitsflache angibt
FAZO'HA . (211)

Um diesen aus bekannten GroBen berechnen zu konnen, definieren wir den
Geschwindigkeitsgradienten

(Vv),; = Oj . (2.12)
Unter den Voraussetzungen

e lineare Abhangigkeit der Spannung vom Geschwindigkeitsgradienten, der
ja die Ursache der Spannungen darstellt,

e Invarianz unter Rotation des gesamten Fliissigkeitskorpers
e und Inkompressibilitat der Fliissigkeit
kann gezeigt werden (Chorin und Marsden 1993), daB
o= [vv + (v, (2.13)
wobei der Proportionalitatsfaktor i die dynamische Viskositat oder Zahigkeit

des Mediums angibt. Gleichung (2.7) fiir die Krafte auf die Oberflache eines
Fliissigkeitsvolumens lautet dann

/ (—p]l+a‘)ndA:/ _Vp+pAv dv . (2.14)
ow w

Analog zu Abschnitt 2.1.2.1 erhdlt man die Navier-Stokes-Gleichung fiir den
Impuls

1
Div=—--Vp—ge, +vAv, (2.15)
p

unter Verwendung der Defintion der kinematischen Viskositat v := pu/p.

11
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2.1.3 Energieerhaltung

Im allgemeinsten Fall haben wir es bei hydrodynamischen Problemen mit zwei
Skalarfeldern zu tun, dem Druck p und der Dichte p sowie einem Vektorfeld,
namlich der Geschwindigkeit v. Die Erhaltungssatze fiir die beiden Skalare, Mas-
se und Energie, und fiir den Impuls erlauben es, Gleichungen fiir diese Felder
zu finden, die ihre Dynamik vollstandig beschreiben. Da wir nur an den Glei-
chungen fiir inkompressible Medien interessiert sind, und deshalb eine Beziehung
(p = const.) schon bekannt ist, verzichte ich auf eine ausfiihrlich Diskussion der
Energieerhaltung und verweise auf die umfassende Darstellung von Chorin und
Marsden (1993).

2.1.4 Geschwindigkeitspotentiale und Bernoulli-Gleichung

Ein beliebiges Vektorfeld v in R? kann als Summe eines Gradienten- und ei-
nes Wirbelfeldes dargestellt werden (siehe z.B. Bucherer (1905) sowie Lucassen-
Reynders und Lucassen (1969)), vorausgesetzt seine Rotation und Divergenz
verschwinden im Unendlichen. Dies fiihrt zur Gleichung

v=V®+VxW, (2.16)

mit dem Skalarpotential ® und dem Vektorpotential W. Dieses als Helmholtz-
scher Zerlegungssatz bekannte Theorem erlaubt haufig eine vereinfachte Nota-
tion der in den vorangehenden Abschnitten aufgestellten Beziehungen.
Interessant ist zundchst vor allem der Fall verschwindender Rotation des
Geschwindigkeitsfeldes. Die Bedingung der Wirbelfreiheit bleibt fiir alle Zeiten
gewdhrleistet, falls sie in einer idealen Flissigkeit irgendwann erfiillt wird (Chorin
und Marsden 1993). In diesem Fall muB sich v allein aus einem skalaren Potential

erzeugen lassen
v=Vo. (2.17)

Aus der Quellfreiheit (2.4) des Geschwindigkeitsfelds inkompressibler Medien
folgt sofort die Laplace-Gleichung fiir das erzeugende Potential

AD =0 . (2.18)

Es gilt auBerdem mit v? :=v - v

OZVX(VXV):%VUQ—(V'V)V (2.19)

12
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und daher
1
(v-V)v= §V02 : (2.20)

Die Eulergleichung (2.10) 1&Bt sich umformulieren und erscheint im Lichte der
Identitat (2.20) als

1 1
0 (V) + §w2 = —;Vp ~ Vv, (2.21)

unter Einfiihrung eines geeigneten Gravitationspotentials ~, so daB Vv = ge,.
Einmal mehr setzen wir ausreichende Glatte voraus um Zeit- und Ortsableitung
vertauschen zu konnen und sammeln alle Terme auf einer Seite

v (atcb + %vg + %p + v) =0. (2.22)
Der Ausdruck innerhalb der Klammern ist also gleich einer vom Ort unabhangigen
Funktion C(t). Der Defintion der Potentiale gemaB ist v nur von raumlichen
Ableitungen derselben abhangig (2.16). Wir kdnnen also ® 0.B.d.A. durch eine
beliebige, rein zeitabhangige Funktion F'(t) ergdnzen. Am sinnvollsten wihlt man
nun F'(t) gerade so, daB Cil—f + C = 0, und das Ergebnis dieser Festlegung ist die
Bernoulli-Gleichung

1
0P + 51}2 +plp+gy=0. (2.23)

2.2 Ebene Wellen

Die fundamentalen hydrodynamischen Zusammenhange sind in mathematische
Formen gegossen; wir konnen uns dem konkreten physikalischen Problem der
Oberflachenwellen widmen, die im Froschteich fiir Aufregung sorgen. Als ein-
fachster Form wollen wir uns zunachst der ebenen Wellen im idealen Medium
annehmen, den Ansatz im zweiten Schritt auf realistischere Bedingungen ver-
allgemeinern, um schlieBlich das zylindersymmetrische Problem punktférmiger
Anregungen an der Wasseroberflache |16sen zu kdnnen.

13
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Abbildung 2.1: Die folgende Diskussion benutzt das gezeigte Koordinatensy-
stem. Der Boden des Teichs befindet sich bei z = —h, ebene Wellen propagieren
in z-Richtung und sind translationsinvariant bzgl. der y-Achse.

2.2.1 Randbedingungen in idealen Medien

Die im vorangegangen Abschnitt diskutierten Beziehungen gelten unter den er-
wahnten Bedingungen umfassend fiir alle moglichen fliissigkeitsgefiillten Raume.
Dennoch beobachtet man auch unter diesen stark unterschiedliche Dynamik.
Bis jetzt kennen wir zwar Differentialgleichungen, die das Verhalten des Systems
grundsatzlich beschreiben, es fehlen jedoch die zugehdrigen Rand- bzw. Anfangs-
bedingungen, die das konkrete Problem erst vollstandig definieren. Die Variabi-
litat in den Randbedingungen ist, wie wir sehen werden, verantwortlich fiir nahezu
die gesamte Bandbreite an Unterschieden im Verhalten von Wasserwellen, und
sie bestimmen maBgeblich die Komplexitat des Problems.

Die Situation sei wie in Abb. 2.1 gezeigt. Das Wasservolumen wird in kon-
stanter Tiefe h von einem Boden abgeschlossen, welcher dicht sein soll, also
keine vertikale Geschwindigkeitskomponente erlaubt,

v, =0,0=0__s, (2.24)

wobei die Auswertung bei z = —h erfolgt, was durch obige Notation angedeutet
wird.

14
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Nach oben hin ist der Wasserkdrper begrenzt durch die freie Oberflache, die
beschrieben werde durch z = ((z,y;t). FaBt man z als Position eines Wasser-
elements auf und nimmt an, daB es auch an der Oberflache bleibt, wenn es sich
einmal dort befindet, erhadlt man durch Differenzieren dieser Bedingung nach der
Zeit

d
&z(t) =V, =0+ 0,( vy + 0, vy (2.25)

oder unter Benutzung der Potentialdefinition die kinematische Randbedingung
0 ® 0,¢ + 9,® 0,¢ — 0P + 9,¢ = 0 |o¢(ayst) - (2.26)

Auch an der freien Oberfliche z = ((z,y;t) gilt natiirlich fiir ein ideales
rotationsfreies Fluid im homogenen Schwerefeld die Bernoulli-Gleichung

1
0+ 5 (V) + % YgC=0. (2.27)

Analog zur Eichoperation, die uns auf die Bernoulli-Gleichung (2.23) fiihrte,
besteht auch hier die Méglichkeit den rein zeitabhangigen Anteil F'(t) von ®
geeignet zu wahlen, so daB ein ortsunabhangiger Anteil des Druckes gerade aus-
geglichen wird. Dies gibt uns die Freiheit letzteren 0.B.d.A. gleich Null zu setzen
und bedeutet physikalisch, daB der ortsunabhdnge atmospharische Druck auf die
Wasseroberflache keinen EinfluB auf das Verhalten des Systems hat.

Falls die Krimmung der Wasseroberflache groB ist (kleine Wellenldngen),
muB man allerdings beriicksichtigen, daB die Oberflichenspannung eine orts-
abhangige Kraft bewirkt, die man formal in den Ausdruck fiir den Druck ein-
baut. In guter Naherung gilt fiir diese Kraft, daB sie proportional ist der lokalen
Krimmung der Oberfliche mit der Oberflachenspannung T als Proportiona-
litatskonstante (vgl. Lucassen-Reynders und Lucassen 1969; Hansen und Ahmad
1971). In unserem Fall verschwindet eine Hauptkrimmung aufgrund der Trans-
lationssymmetrie, und der zusatzliche Druck normal zur Oberflache berechnet
sich zu

p=-TC . (2.28)

2.2.2 Linearisierung

Die gefundenen Gleichungen beschreiben das System komplett, einer analyti-
schen Behandlung entziehen sie sich jedoch im allgemeinen. Wir wollen uns

15
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deshalb — mit Blick auf Wellen, wie sie fiir Xenopus relevant sind — auf kleine
Auslenkungen und Geschwindigkeiten beschrdanken, was uns die Linearisierung
der Gleichungen und eine nahezu vollstandig analytische Lésung erlaubt.

Nehmen wir zunachst an, daB sowohl das Geschwindigkeitspotential ® als
auch die Oberflachenauslenkung ¢ Entwicklungen nach einer kleinen Storung
erlauben, die durch den Parameter A gegben sei. Es gilt dann

o = 00 1o 40N (2.29)

¢ = 94XV r0o0N). (2.30)

Das Niveau der Wasseroberflache ohne Storung ist sicher zeit- und ortsunabhan-

gig. Weiterhin soll im ungestorten Zustand gelten v = 0, und daher ist wegen
Gleichung (2.16) ®(© rein zeitabhingig.

¢© = const. (2.31)

o = @) . (2.32)

Den Referenzpunkt fiir ¢ diirfen wir frei festlegen. AuBerdem nutzen wir unsere

Wahlfreiheit bzgl. der rein zeitabhiangigen Komponente A(t) von ® und damit

gilt 0.B.d.A.
¢@ =0 (2.33)
O = 0. (2.34)

Wir benutzen die Taylorentwicklung von ® nach z

(I)‘zzﬁ(z,y;t) = (I)’zzo + Cazq)’zzo + ...
~ q)’,z:() ) (235)

wobei bereits der zweite Term der Entwicklung quadratisch in X ist, da ® und ¢
keine Terme nullter Ordnung besitzen. Er wird daher vernachlassigt.

Gleiches gilt fiir die Produktterme 0, ® 0,.¢ und 9,® 9,( in der kinematischen
Randbedingung (2.26). Sie lautet in linearisierter Form

0.9|.—0 = 9, . (2.36)

16
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Dazu gesellt sich die dynamische Randbedingung unter Vernachlassigung des
konvektiven Terms, der quadratisch in den Geschwindigkeiten ware,

T
0|0 = —gC + > 9¢ . (2.37)

AuBerdem verschwindet die Normalkomponente der Geschwindigkeit am Boden
(2.24), da keine Fliissigkeit heraussickert,

8, =0 (2.38)

und es gilt die Laplace-Gleichung (2.18) wegen der Inkompressibilitdt des Medi-
ums

AD=0. (2.39)

2.2.3 Losungen der linearisierten Gleichungen

Im Fall einer idealen Fliissigkeit ist und bleibt das mit Wasserwellen verbunde-
ne Stromungsfeld rotationsfrei. Eine in z-Richtung propagierende ebene Welle
kann daher durch ein translationssymmetrisches Potential ®(z, z;t) beschrieben
werden. Dieses wollen wir ansetzen als Produnkt einer Funktion, die ausschlieB-
lich von einer Phase © — ¢t (mit beliebiger Konstante ¢) abhangt und fiir den
fortlaufenden Charakter der Welle verantwortlich zeichnet, und einer zweiten, die
das Verhalten der Storung in verschiedenen Tiefen beschreibt und also nur von
z abhangen soll

O(r;t) = X(x —ct)Z(2) . (2.40)
Einsetzen in die Laplace-Gleichung (2.39) ergibt

0=X"Z+X7", (2.41)

wobei die gestrichenen GroBen Ableitungen nach dem Argument bedeuten. Man
kann dann die Funktionen von Phase und Tiefe auf jeweils einer Seite sammeln,
und da die Argumente der linken und rechten Seiten unabhangig voneinader sind,

17
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miissen beide, linke wie rechte Seite, auf der gesamten Wasseroberflache gleich
einer Konstanten® —k? sein:

Xl/ Z//
X~ 7
X_// = k2= _Z_//
X Z
Die erhaltenen Differentialgleichungen werden durch Linearkombinationen kom-

Va,z

= (2.42)

plexer* Exponentialfunktionen geldst
X(z—ct) = Xpekleme) L x emikla—ct) (2.43)
Z(2) = Zye* — 7 %=, (2.44)

Was noch zu tun bleibt ist, die enthaltenen Konstanten X und Z5 an die Rand-
bedingungen anzupassen. Das Verschwinden der normalen Geschwindigkeitskom-
ponente am Grund (2.38) fiihrt zu der z-Abhangigkeit Z = cosh(k(z + h)) und
fir @ gilt dann mit der Kreisfrequenz w := ¢/k

® = O cosh (k (2 + h)) o=t (2.45)

Die Herleitung dieses Resultats sowie der nachstfolgenden Ergebnisse findet sich
in Einzelheiten bei Sobotka (2002).

Die kinematische Randbedingung (2.36) bestimmt den Zusammenhang zwi-
schen Oberflachenauslenkung ¢ und ®, und man erhalt durch Einsetzen und
Integrieren

Dok .
¢ = % sinh (kh) o=t (2.46)

Die Integrationskonstante bestimmt das Nullniveau der Oberflachenauslenkung
und verschwindet, indem wir dieses mit der z-y-Ebene zusammenfallend wahlen.

Die dynamische Randbedingung (2.37) schlieBlich ermdglicht, den Zusam-
menhang zwischen Frequenz und Wellenvektor, die Dispersionsrelation, zu er-
mitteln. Dazu setzt man die Ausdriicke fiir ( und ® ein und erhalt nach einigen
Umformungen

Tk3
w? = (gk + 7) tanh (kh) . (2.47)

3Die Definition dieser Konstante als —k? erfolgt um am Ende der Ableitung eine Gleichung
in der iiblichen physikalischen Notation zu erhalten.

4Wenn im Folgenden komplexe Ausdriicke auftauchen, so handelt es sich bei den zugehéri-
gen physikalischen GroBen jeweils um deren Realteile.
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Abbildung 2.2: Phasen- und Gruppengeschwindigkeit fiir ebene Wellen in tiefem
Wasser errechnet aus der Dispersionsrelation (2.48).

Da tanh(z) — 1 fiir x — oo, gilt im Grenzfall tiefen Wassers (kh > 1) die
Dispersionsgleichung

Tk?
wr=kg+— . (2.48)
p

Die sich daraus ergebenden Wellengeschwindigkeiten, namlich Phasen- und Grup-
pengeschwindigkeiten

Conase = % (2.49)
ow
Cgroup = %, (250)

zeigt Abb. 2.2.

Einige der entscheidenden Charakteristika von Wasserwellen im fiir Xenopus
relevanten Wellenlangenbereich bis ca. 50 Hz konnen bereits an diesem einfachen
Modell reiner Potentialstromung beobachtet werden.

e Die Dispersionsrelationen (2.47) bzw. (2.48) gelten in sehr guter Nahe-
rung auch fiir die spater diskutierten Falle viskoser Medien ohne und mit
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Abbildung 2.3: Ebene Welle in tiefem Wasser nach Lighthill (1996). Gezeigt sind
die Kreisbahnen der Fliissigkeitselemente, wobei die Punkte die Position auf der
Bahn abhingig von der Phase am betreffenden Ort kennzeichnen.

zusatzlicher Oberflichenschicht (siehe Abb. 2.5 auf Seite 30). Das wird
bestatigt durch die noch zu entwickelnde Theorie als auch durch die Mes-

sungen von Lucassen-Reynders und Lucassen (1969) sowie Hansen und
Ahmad (1971).

e Die Phasengeschwindigkeit cpnase (Abb. 2.2) weiBt ein Minimum von ca.
0.23 m/s bei einer Frequenz von etwa 13 Hz auf. Dies markiert den Uber-
gang von sog. Schwerewellen, deren Dispersion durch den Gravitationsterm
w? ~ gk dominiert wird, zu Kapillarwellen mit einer hauptsichlich von der
Oberflichenspannung bestimmten Dispersionsrelation w? ~ Tk?/p.

e Ein Flissigkeitselement beschreibt bei Wellen in tiefem Wasser wahrend
einer Periode eine Kreisbahn (siehe Abb. 2.3) oder bei endlicher Tiefe eine
Ellipse (Abb. 2.4).

e Wie zu erwarten fillt die Amplitude der Stérung mit zunehmender Tiefe
im wesentlichen exponentiell ab, wobei diese Tiefendampfung linear von k
abhangt.

e Diese k-Abhangikeit erklart, warum sich die Dispersionsrelationen fiir end-
lich und unendlich tiefes Wasser fiir kleinere Wellenlangen kaum unter-
scheiden (Sobotka 2002). Ist & namlich groB, dann reicht die Stérung gar
nicht bis zum Grund, und dieser kann folglich auch keinen EinfluB auf die
Wellen nehmen.

Lokalisationsexperimente mit Xenopus werden fiir gewohnlich bei Wassertiefen
von 5-10 cm und Frequenzen von iiber 5 Hz durchgefiihrt (z.B. Claas und Miinz
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Abbildung 2.4: Ebene Welle in Wasser endlicher Tiefe nach Lighthill (1996).
Die Darstellungsweise entspricht jener in Abb. 2.3.

1996), und in diesem Bereich ist die Forderung kh > 1 fiir tiefes Wasser noch
problemlos erfiillt (Sobotka 2002). Ich werde deshalb dem Fall untiefen Wassers
keine weitere Aufmerksamkeit widmen.

2.2.4 Modifikationen durch Viskositat

Die oben ermittelte Losung fiir unsere Gleichungen (2.36 - 2.39) ist auf den ersten
Blick eigentlich ziemlich akademisch, da sie zum einen scheinbar willkiirlich eine
Geometrie — Ausbreitung in z-Richtung, Translationssymmetrie in y-Richtung
— herausgreift und zum anderen die Bewegung der Fliissigkeit fiir rotations-
frei annimmt und jegliche Viskositat vernachlassigt. Der erste Vorwurf 1aBt sich
entkraften, wenn man sich in Erinnerung ruft, daB man auf die gezeigte Art ebe-
ne Wellen in beliebigen Richtungen konstruieren kann, die man dann zu neuen
Losungen iiberlagern kann (siehe Abschnitt 2.3).

Den rotationsfreien FluB einer idealen Fliissigkeit anzunehmen ist in der Tat
eine Einschrankung, die so erhaltene Losung allerdings stellt eine sehr gute Nahe-
rung fiir eine tatsachliche Wasserwelle in ihren wesentlichen Eigenschaften (Di-
spersion, Tiefendampfung) dar, mit der einzigen Ausnahme, daB der Energiever-
lust durch die innere Reibung und die damit verbundene Dampfung der Welle
nicht zum Tragen kommen. Um eine Losung fiir das gedampfte Problem zu fin-
den, muB man daher die nur im rotationsfreien Fall giiltige Bernoulli-Gleichung
(2.23) aufgeben und zur Navier-Stokes-Gleichung (2.15) zuriickkehren, wenn
man nicht ad hoc annehmen will, daB sich eine geringe Zahigkeit kaum auf die
Dispersionsrelation auswirkt. Dann konnte man, in einer auf Stokes zuriickge-
henden, bestechend einfachen Argumentation, sich die Dissipation der Energie
ansehen, um zu schlieBen, daB der Energieinhalt der Welle an einem bestimmten
Ort gegeniiber jenem an der Quelle vermindert ist genau um den Betrag, der
dissipiert wurde, wahrend die Energie férmlich unterwegs war (Lamb 1907).
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Da das Problem aber auch ohne weitere Annahmen zu I6sen ist, wenden wir
uns noch einmal den Systemgleichungen zu. Da wir die Forderung der Wirbel-
freiheit nunmehr aufgeben wollen, ergibt sich die Geschwindigkeit nicht langer
ausschlieBlich als Gradient von ®. Wir miissen stattdessen auf den Helmholtz-
schen Zerlegungssatz (2.16) zuriickgehen und setzen zunéchst

0, P
vii= V& =1 9,® (2.51)
0.P

0,0, — 9.V,
Vo= VxW® =| 0,9, 0,0, (2.52)
0,0, — 8,V,

und weiter
V=v+vy. (2.53)

Da das behandelte Problem noch immer translationssymmetrisch ist, 1aBt sich
das Vektorpotential ¥ auf seine y-Komponente ¥ := ¥, reduzieren und damit
gilt (siehe auch Lucassen-Reynders und Lucassen 1969)

vy = 0,0 — 0,V (2.54)
v, = 0 (2.55)
v, = 0,9+0,7 . (2.56)

Hier tritt ® also nun doch wieder auf; es beschreibt einfach den Anteil einer
Potentialstromung am Geschwindigkeitsfeld, zu dem sich eine Wirbelstromung
gesellt, die fiir die Dissipation der Energie verantwortlich zeichnet (vgl. Joos
1956; Lucassen-Reynders und Lucassen 1969).

Beim Einsetzen von (2.53) in die Inkompressibiltatsbedingung (2.4) stellt
man erfreut fest, daB dies noch immer die Laplace-Gleichung fiir das Potential
ergibt, da v, eine reine Wirbelkomponente und deshalb divergenzfrei ist

0 = V-v=V- (VD) + V- (Vx¥)
- AD. (2.57)

Durch die Einfiihrung von ¥ haben wir nun allerdings eine Unbekannte mehr,
doch aus diesem Dilemma befreit uns die Mathematik. Da ja ohne die Wirbelfrei-
heit des Mediums die Bernoulli-Gleichung nicht mehr gilt, miissen wir jetzt an
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der Wasseroberflache die vollstandige Navier-Stokes-Gleichung (2.15) erfiillen.
Diese bezieht sich auf das Vektorfeld v und liefert i.A. drei Gleichungen anstatt
einer. In Komponenten ausgeschrieben und linearisiert haben wir daher an der
Wasseroberflache

1

v, = —; .p+ v (831)36 - 821)1,) (2.58)
1

v, = — 0ty (P2v, +0%v.) — g, (2.59)

was nicht anders zu verstehen ist, als daB die tangentialen (1. Gleichung) und
normalen (2. Gleichung) Spannungen zu Beschleunigungen in der jeweiligen Rich-
tung fiihren. Auch hier setzen wir nun unsere Geschwindgkeit (2.53) ausgedriickt
in Potentialen ein, und es ergibt sich

1
P

Diese Beziehungen werden erfiillt, falls die Ausdriicke in Klammern unabhangig
voneinander Null ergeben. Das bedeutet, daB weder & noch ¥ von x bzw. z,
sondern ausschlieBlich von der Zeit abhangig sind. O.b.d.A setzen wir die orts-
abhangigen Integrationskonstanten gleich Null, da zu den Potentialen beliebige
rein zeitabhangige Funktionen addiert werden konnen, ohne daB sich das resul-
tierende Geschwindigkeitsfeld (2.53) dndert

0P +p'ptgz = 0 (2.62)
OV —vAT = 0. (2.63)

Wir bekommen also wieder genau die selben Gleichungen fiir die Potential-
stromung und I6sen sie daher auch wieder mit dem entsprechenden Ansatz.
Auch fiir ¥ wollen wir eine ebene Welle ansetzen

O = Z(z)ehet (2.64)
U = Zy(z)elthe=t) (2.65)
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Eingesetzt in (2.57) bzw. (2.63) ergibt das zwei Differentialgleichungen fiir die
z-Abhangigkeiten
027, = k*Z, (2.66)
w

027, = <k2 + —) Zy . (2.67)

v

m = /k?+ e (2.68)
v

lauten die Losungen (unter Voraussetzung des Verschwindens jeder Strémung

Mit der Definition

fir 2 — —o0)

Zl — (b() ekz (269)
Z2 = \IIO e . (270)
Daraus 138t sich mit Hilfe von (2.53) das Geschwindigkeitsfeld ermitteln sowie

unter Benutzung der kinematischen Randbedingung 0. = v, auch die Ober-
flachenauslenkung

vy = (ik o e — m Wy e™?) el(ke—wt) (2.71)
v, = (k®oe + ik Ugem?) eilka—wt) (2.72)
(= (Epgets — by ems)  ellhrmen) (2.73)

Was schlieBlich noch zu tun bleibt ist, die Beziehung zwischen k£ und w zu
ermitteln. Es ware vermessen zu glauben, daB diese dhnlich einfach aussieht wie
fiir ideale Medien. Die GroBen konnen komplex sein, ihre Beziehung allerdings ist
immer noch eindeutig. Besonders einfach sind die Falle kontinuierlicher Anregung
mit einer Frequenz, entsprechend einem rein rellen w, bzw. die Dampfung eines
langen monochromatischen Wellenzuges mit der Zeit, beschrieben durch eine
rein reelle Wellenzahl.

Betrachten wir zunachst die Krafteverhaltnisse an der Oberflache. Innerhalb
der Flissigkeit wirken auf eine Flache nach (2.11) neben dem hydrostatischen
Druck die jeweils relevanten Komponenten des Spannungstensors o. Bei einer
Flache mit Normale in z-Richtung (z.B. die Wasseroberflache in linearer Nahe-
rung) sind dies die Komponenten o,,, 0, und o,.. Nach (2.13) resultiert eine
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aus der Flissigkeit wirkende Kraft auf ein Oberflachenelement

f;t = Ogz = U (aacvz + azvac> (274)
fy =0 (2.75)
f: = —pto.=-p+2u0.0., (2.76)

wobei f, wegen der Translationssymmetrie verschwindet.

An der Oberflache gibt es keine Kraft, die eine Tangentialkompenente kom-
pensieren kénnte, weshalb f, verschwinden muB, um die Stetigkeit beim Uber-
gang in die spannungsfreie Luft zu gewahrleisten. In z-Richtung jedoch ist da
noch die Oberflachenspannung um gegenzuhalten, also

fo =0 (2.77)
f-—To¢ = 0. (2.78)
Substitution des Druckes aus der verbliebenen Bedingung fiir ® (2.62) und Ein-

setzen der Ausdriicke (2.71 - 2.73) fiir v und ( erlauben es, folgende etwas
uniibersichtliche Bedingungen zu formulieren

0 = p'fe
= 270 +i (m* 4+ k%) ¥y (2.79)
0 = p ' (f: =T )
= 0P+ gl +2wdv, —Tp 0%
= [w2 + 2iwvk® — gk — Tp_lk:3] Dy
+ [—i (gh + Tp 'k*) — 2wrkm] Uy . (2.80)
Eine nichttriviale Losung des Gleichungsystems findet sich nur, wenn die De-

terminante der Koeffizientenmatrix verschwindet und damit muB gelten (Lamb
1907)

T
(w+ 2k + gk + = k* — 4’KPm =0 . (2.81)
p

Voll ausgeschrieben handelt es sich um eine Gleichung achter Ordnung in k, da
m seiner Definiton (2.68) nach noch von k abhangt. Real- und Imaginérteil von
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k sind in Abb. 2.5 auf Seite 30 als Losungen der Dispersionsgleichung mit reiner
Oberflache gezeigt.

Da unser Problem raumlich sich ausbreitende Wellen beinhaltet, sollten wir
uns fiir den Fall eines rein reellen w interessieren und definieren daher

by o= R(k) (2.82)
ky = S(k) (2.83)

als Real- bzw. Imaginarteil von £.

Von den Wurzeln von Gleichung (2.81) sind fiir unser Problem nur zwei wirk-
lich interessant, namlich diejenigen, welche ebene Wellen propagierend in +x-
Richtung beschreiben, die mit zunehmender Laufstrecke exponentiell gedampft
werden. Das entspricht der Forderung, daB %k und ko das gleiche Vorzeichen
haben sollten. Die anderen Wurzeln sind entweder unphysikalisch (exponenti-
ell anwachsend) oder sie beschreiben Bewegungsarten, die nach kiirzester Zeit
ausgedampft sind, da sie zu einem wesentlichen Teil auf einer Wirbelstrémung
basieren (Hansen und Ahmad 1971; Lamb 1907) und daher zur Signaliibertra-
gung im Froschteich nicht taugen.

Neben der numerischen Lésung der Dispersionsgleichung (2.81) fiir k; und
ko (siehe Abb. 2.5) kann man auch durch Analyse der Verhiltnisse fiir Grenzfille
zeigen, daB die Losung fiir die Wellenzahl k; durch eine geringe Viskositadt im Ver-
gleich zu (2.48) kaum verandert wird (Lucassen-Reynders und Lucassen 1969),
und sich eine sehr gute Naherung fiir die Dampfungslange k, ergibt (Hansen und
Ahmad 1971), die dem Stokes-Wert

Ow
ko = Uk} —— 2.84
2 v 1 ak ) ( )
entspricht, wobei man an dieser Stelle ohne Bedenken die Gruppengeschwin-
digkeit cgroup = Ow/0k; fiir den nichtviskosen Fall verwenden kann, da die

Korrektur veschwindend klein ausfallt. Die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der
Naherung lautet
/{32

1%
- 1 2.
<1, (2.85)

was fiir Wasser problemlos erfiillt ist. Mit einer kinematischen Viskositat v =~
10_6%2 und typischen Frequenzen von w = 102§ ergibt sich ein Verhaltnis
von 107%. Messungen zeigen, daB die Beziehung (2.84) fiir reines Wasser ohne
Oberflachenschicht bis zu hohen Frequenzen giiltig ist (Lee et al. 1993).
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2.2.5 EinfluB der Oberflache

AuBer der Viskositat gibt es einen weiteren Faktor, der insbesondere das Damp-
fungsverhalten von Wasserwellen beinfluBt, namlich das mogliche Vorhandensein
einer sehr diinnen Oberflachenschicht, z.B. ein Monolayer von Tensiden oder an-
deren organischen Molekiilen. Lange bekannt ist die dimpfende Wirkung einer
Olschicht auf unruhiges Wasser; so berichtet etwa Plinius d. A. von Tauchern,
die Ol auf der Wasseroberfliche verteilen, um (homogenen) Lichteinfall bis in
groBere Tiefen zu erreichen (Plinius Secundus 1968, Zweites Buch, Kap. 103),
indem die kurzwelligen Kapillarwellen, die den Lichteinfall durch raumlich inho-
mogene Brechung besonders storen, stark ausgedampft werden. Der Effekt ist
im Englischen sprichwértlich®; die Fihigkeit des pouring oil on troubled waters
ist immer dann gefragt, wenn eine Sache im nicht physischen Sinne des Wortes
zu hohe Wellen schlagt.

Erste wissenschaftliche Untersuchungen in diesem Zusammenhang (neben
der Diskussion von Rezepten fiir Parmesan und Plumpudding) berichtet Ben-
jamin Franklin in einem Brief (Franklin 1773) an William Brownrigg, der, aus-
zugsweise und zusammen mit anderer Korrespondenz beziiglich Olschichten auf
Wasser, in Franklin et al. (1774) wieder auftaucht. Dieser Artikel, obzwar in sei-
nen Vermutungen hinsichtlich der Griinde des Effektes aus heutiger Perspektive
naiv, besticht durch Genauigkeit und schiere Masse der Beobachtungen, und ist
vermutlich die erste wissenschaftliche Arbeit zu diesem Thema.

Je nach den dynamischen Eigenschaften des Monolayers verandert sich insbe-
sondere der Anteil der Wirbelstromung an einer propagierenden Welle, was eine
erhohte Energiedissipation nach sich zieht. Der Punkt, an dem sich der EinfluB
einer solchen Schicht mathematisch bemerkbar macht, ist die tangentiale Span-
nungsbedingung (2.79). Bei deren Aufstellung half uns das Argument, daB die
Oberflache keine Kraft aufbringen kdnne, um eine aus der Fliissigkeit wirkende
Spannung zu kompensieren. Das andert sich natiirlich, wenn wir eine elastische
Schicht annehmen, die den Fliissigkeitskorper abschlieBt. Die Oberflachenspan-
nung ist nicht mehr notwendig auf der gesamten Flache konstant, sondern durch

5Geht vermutlich zuriick auf einen Bericht des angelsichsischen Theologen und Chronisten
Beda venerabilis, wonach der Priester Utta von Bischof Aidan von Lindisfarne heiliges Ol
erhielt, mit dessen Hilfe ersterer auf einer zu unternehmenden Reise das Wiiten eines Sturmes
besénftigte, um schlieBlich gliicklich von seiner Mission zuriickzukehren (Beda venerabilis 1991,
Drittes Buch, Kap. 15).
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Kompression und Expansion unterschiedlicher Bereiche der Oberflachenschicht
entstehen Inhomogenitaten, die beriicksichtigt werden miissen. Diese Effekte sind
ausfiihrlich diskutiert von Lucassen-Reynders und Lucassen (1969) sowie Han-
sen und Ahmad (1971). Beide behandeln auch die Linearisierung im Detail, und
der Zusammenhang mit der Konzentration der oberflachenaktiven Molekiile wird
hergestellt.

Zunachst betrachten wir die Ursache der tangentialen Spannungen, die Ver-
dichtung bzw. Expansion des Monolayers. Die tangentiale Verschiebung eines
Punktes der Oberflache gegen seine Ruhelage sei, analog zur normalen Auslen-
kung ((z,y;t), gegeben durch die Funktion &(z,y;t). Fiir den Fall von Trans-
lationssymmetrie in y-Richtung ergibt sich die relative Flachenanderung eines
Oberflachenelementes in erster Naherung aus der zweiten Ableitung der Ver-
schiebungen % = 92¢. Wie ein dreidimensionales Medium, so kann auch eine
zweidimensionale Schicht ihrer Kompression Widerstand, d.h. eine Kraft, entge-
gensetzen. Falls wir diese Kraft linear in der Kompression annehmen, gilt

(fo)s = €3¢ (2.86)

mit dem Proportionalitatsfaktor € := €; 47 €5, dem zweidimensionalen, eventuell
komplexen Elastizitatsmodul. Der Imaginarteil €5 beschreibt eine zeitliche Latenz
zwischen Kraft und Kompression. In diesem Fall wird also nicht die gesamte ki-
netische Energie in potentielle Energie umgesetzt, und dieser Zusammenhang
enthiillt den dissipativen Charakter des Imaginarteils von €. Diese Oberflachen-
viskositat geht auf irreversible Vorgange bei der internen Umordnung des Mono-
layers bzw., im Fall I6slicher oberflachenaktiver Substanzen, auf den Austausch
von Molekiilen zwischen Volumen und Oberflache zuriick (Lucassen-Reynders
und Lucassen 1969; Hansen und Ahmad 1971).

Hier nehmen wir die Diskussion der Bedingungen an der Oberfliche aus dem
vorangegangenen Abschnitt wieder auf. Die normale Spannungsbedingung (2.80)
andert sich in erster Naherung nicht. Tangential muB nun allerdings die innerhalb
der Oberflache wirkende Kraft (f,)s kompensiert werden. Das geschieht durch
die viskosen Krafte, die aus dem Fliissigkeitsvolumen heraus wirken und sich nach
(2.74) ergeben zu f, = pu(0,v, + 0,v,). Die tangentiale Spannungsbedingung
lautet folglich

%e@if — v (0pv, + 0,0,) =0 . (2.87)
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Man integriert den Ausdruck (2.71) fiir v,, um & zu ermitteln. Die Ingerati-
onskonstante legt den Referenzpunkt fest, den wir ins ungestorte Niveau legen
wollen, wie bereits bei ( geschehen. Zusammen mit den bereits berechneten
GroBen (2.71 - 2.73) haben wir dann

vy = (ik @ e — m ¥y e™?) glke—wt)
v, = (k®ger + ik Wyem?) elkrmet)
C = (Edgek — Eggems)  eilko—en)
§ = (L@oeh + 2ugems) ety (2.88)

Das weitere Vorgehen gestaltet sich wie im vorangegangenen Abschnitt; man
setzt diese Ausdriicke in die normalen (2.80) und tangentialen (2.87) Span-
nungsbedingungen ein und |6st das resultierende Gleichungsystem. Die Determi-
nantengleichung lautet nach Hansen und Ahmad (1971)

(w? — 0?) (w2 — £k2m> ~ Sk3o?
P P (2.89)

+ divwdk? + 420k (m — k) = 0,

wobei 02 := gk + TT’fg der Kiirze halber definiert wurde, allerdings auch eine uns
bekannte GroBe ist, namlich das Quadrat der Frequenz fiir eine Welle im idealen
Medium nach Gleichung (2.48). Das eliminierte Verhaltnis &,/ ermittelt man,
falls benotigt, durch Einsetzen der Losung in eine der Randbedingungen.

Dies ist nunmehr eine Gleichung zehnter Ordnung in k. Die zwei zusatzli-
chen Moden gegeniiber dem rein viskosen Fall stellen Longitudinalschwingungen
der Oberflachenschicht dar, deren Eigenschaften von Hansen und Ahmad (1971)
sowie Ting et al. (1984) diskutiert werden. Falls die Wellenvektoren (Impulse)
der verschiedenen Anregungsmoden des Gesamtsystems fiir gewisse Anregungs-
frequenzen (Energien) einander entsprechen, konnen diese zu einer neuen Art
der Anregung koppeln, ein in der Physik wohlbekanntes Phanomen. Als Beispiel
sei die Kopplung von optischem Phonon und Photon zum Phonon-Polariton im
Festkorper genannt (Kopitzki 1993). Eine solche Wechselwirkung fiihrt im Be-
reich um die Resonanzfrequenz zu substanziellen Anderungen in den Dispersions-
und Dampfungseigenschaften beider Moden.
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Abbildung 2.5: A: Wellenzahl k; fiir Wasser im nichtviskosen und schwach visko-
sen Fall mit rein elastischer Oberflachenschicht (v = 10_6%?, e1 = 10721 Die
Abweichung ist bis zu hohen Frequenzen sehr gering. Der (nicht gezeigte) rein
viskose Fall liegt noch ndher am Idealfall. Um Vergleichbarkeit zu gewéahrleisten
wurde die Oberflachenspannung T' = 72.7 x 10*3% konstant angenommen. B:
Prozentuale Abweichung der Lésungen fiir k; fiir die nichtidealen Félle (2.81)
und (2.89) von der Wellenzahl im idealen Fall (2.48). C: Dampfungskoeffizient
ko Uber Frequenz fiir viskose Fliissigkeiten mit und ohne Oberflichenschicht.
Das Stokes-Resultat entspricht der Niherung (2.84). Zusatzlich zur elastischen
Oberflache ist der Verlauf der Reynolds-Lésung (e — o0) aus (2.90) gezeigt.
D: Darstellung entsprechend C im Frequenzbereich der Schwere- und Schwere-
Kapillar-Wellen.
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In unserem Fall ist die Kopplung allerdings nur schwach, da es sich um ei-
ne transversale und eine longitudinale Mode handelt. Die Folge ist, daB selbst
im Resonanzbereich sich die Oberflachenschicht bei gegebener Frequenz kaum
auf die Wellenlange auswirkt (siehe Abbn. 2.5 A, B). Wir werden daher zur Be-
rechnung der zu einer bestimmten Frequenz gehorigen Wellenlange stets auf die
Dispersionsgleichung fiir das ideale Medium (2.48) zuriickgreifen.

Der Fall ist definitiv anders gelagert im Bezug auf den Dampfungskoeffizi-
enten (siehe Abbn. 2.5 C,D). Fiir eine reine Oberfliche weicht die erwihnte,
auf der Energiedissipation basierende, (Stokes-)N&dherung nur geringfiigig von
der exakten Losung von Gleichung (2.81) ab. Fiir elastische Oberflachen (2.89)
andert sich das Dampfungsverhalten erheblich. Bereits geringe Konzentrationen
an oberflichenaktiven Substanzen fiihren nicht nur zu einer Anderung der Ober-
flachenspannung, sondern auch zu beachtlichen Elastizitatsmoduln (Stenvot und
Langevin 1988), mithin zu verstarkter Dampfung. Dies erklart auch, warum eine
Anpassung der Stokes-Lésung fiir reine Schwerewellen ks, = 4vk?/w an MeB-
daten bis in zweifellos von der Oberflichenspannung dominierte Bereiche von
140 Hz bei Bleckmann (1985) gelingt (Abb. 2.6).

Die Lage der Resonanz ist abhangig von den Eigenschaften insbesondere der
Oberflachenschicht, und experimentell zeigen sich tatsachlich, fiir konstante An-
regungsfrequenzen bei kontinuierlicher Steigerung des Elastizitatsmoduls durch
Erhéhung der Oberflichenkonzentration, die theoretisch vorhergesagten Reso-
nazphdanomene (vgl. Stenvot und Langevin 1988; Lucassen-Reynders und Lucas-
sen 1969), insbesondere ein voriibergehender Anstieg des Dampfungskoeffizien-
ten, der schlieBlich bei noch kleinerer Kompressibilitat der Oberflache (e — o)
auf einen Wert zuriickfallt, den man theoretisch fiir eine Schicht erwarten wiirde,
die jede tangentiale Bewegung der Fliissigkeit unterbindet (Lucassen-Reynders
und Lucassen 1969)

k2 [2v
kg oo = —24] = . 2.
2,00 6 w ( 90)

Die verstarke Dampfung beruht nicht etwa auf zusatzlicher Dissipation in der
Oberflache, sie tritt ja auch bei Oberflachenviskositdt e, = 0 auf; stattdessen
bewirkt eine elastische Schicht eine Anderung der Randbedingungen, die wieder-
um das Verhaltnis von Potential- zu Wirbelstromung verschiebt, und letzteres
ist fiir die verstarkte Energiedissipation verantwortlich.

Drei verschiedene Fille sind in Abb. 2.7 gezeigt. Das Wasser unmittelbar an
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Abbildung 2.6: Vergleich der Abhingigkeit der Dampfung nach Bleckmann
(1985) (reine Schwerewellen) und fiir Wellen unter Beriicksichtigung von Visko-
sitat und Oberflacheneigenschaften (Eigenschaften des Wassers wie in Abb. 2.5).

einer reinen Oberflache bewegt sich nahezu auf den Kreisbahnen einer Potenti-
alstromung, tangentiale und normale Auslenkungen sind um 7/2 in der Phase
verschoben. Ist eine Oberflachenschicht vorhanden und die Resonanzbedingung
erfiillt, so sind die Komponenten der Auslenkung noch immer in etwa gleich groB,
nunmehr aber gegenphasig, was zu einer Bewegung fiihrt, die offensichtlich we-
sentlich naher an der Wirbelstromung v, liegt und die verstarkte Dampfung
erklart. Im Fall einer absolut inelastischen Oberflache schlieBlich sind nurmehr
Bewegungen normal zur Oberflache zulassig.

2.3 Ringwellen

In der bisherigen Erorterung sind wir immer davon ausgegangen, daB es sich
bei unserer Storung um eine ebene Welle handelt, mithin samtliche beteiligten
GroBen translationssymmetrisch in einer Richtung sind. Das ist zugegebenerma-
Ben eine unnatiirliche Einschrankung der Verhaltnisse im natiirlichen Lebens-
raum von Xenopus ebenso wie unter Versuchbedingungen. Da wir es nur mit
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wave direction
-

THE V, MOTION THE V, MOTION
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Abbildung 2.7: A: Die beiden Komponenten der viskosen Stromung aus Hansen
und Ahmad (1971). Die Wirbelstromung v hat die Form einer Ellipse mit ei-
nem Verhéltnis der Halbachsen von k/m. Die Potentialstromung v, dagegen hat
die uns bereits bekannte Kreisform. B: Bewegung der Fliissigkeitselemente an
der Oberflache beim Vorbeiziehen einer Welle (Oben: Ohne Oberflachenschicht,
Mitte: Resonanzfall, Unten: Inelastische Oberflachenschicht) nach Lucassen-
Reynders und Lucassen (1969).

geringen Auslenkungen zu tun haben, konnen wir das Problem allerdings stets
linearisieren, und ein lineares Problem erlaubt die Uberlagerung bereits bekann-
ter Losungen zur Beschreibung des Systems unter gednderten Randbedingungen.
Der vorangegangene Abschnitt iiber ebene Wellen, wird uns dabei von Nutzen
sein, insbesondere lassen sich Dispersions- und Dampfungseigenschaften prak-
tisch unverandert auf Zylinderwellen iibertragen. Radialsymmetrische Wellen sind
fir unser Problem deshalb von besonderem Interesse, weil ein Insekt auf der Was-
seroberflache bzw. auch die Versuchsapparatur in Verhaltensexperimenten diese
Art von Storung verursacht.

Eine ebene Welle mit Wellenzahl k, die in Richtung des Einheitsvektors e, €
R? propagiert, kann in Verallgemeinerung von (2.54, 2.56, 2.64, 2.65) durch

v, = (e,-V)® -9,V (2.91)
v, = 0,0+ (e, V)V (2.92)
D = Pyek eilkrx—wt) (2.93)
T = Pyem® giltkrx—wt) (2.94)

beschrieben werden, mit der Definition des 2-D-Wellenvektors k, := ke,. Die
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Inkompressibilitat liefert einmal mehr A® = 0. Daraus folgt mit Ayp := 0 + 02
unmittelbar die Gleichung®

Agp® + K20 =0 . (2.95)

Dies gilt fiir beliebige ebene Wellen auf der Wasseroberflache. Wir suchen
nach einer Linearkombination ebener Wellen, die die hydrodynamischen Grund-
gleichungen und (2.95) wegen deren Linearitat ebenso l6st wie ihre Konstituen-
ten. Wir transformieren in Polarkoordinaten

roi= a2+ y? (2.96)

- y
¢ = arctan (m) (2.97)
o, Lo 1
Nop = 8T+T—28w+;ar (2.98)

und erhalten aus (2.95) die Gleichung
82+—182+—18 + kD=0 2.99
2Ty T - (2.99)

Da wir eine radialsymmetrische Lésung suchen, muB die Winkelabhangigkeit des
Potentials verschwinden. Es gilt daher 9,9 = 0, und dies fiihrt auf die Besselsche
Differentialgleichung

-f@+li¢+ﬁ¢:o (2.100)

dr? rdr ' '
Diese besitzt zwei linear unabhangige Losungen (Bronstein und Semendjajew
1984), namlich die Besselsche sowie die Webersche’ Funktion der Ordnung Null
Jo(kr) bzw. Yy (kr). Wir verwenden, da sie fiir unsere Zwecke geeigneter sind, al-
ternativ zwei Linearkombinationen derselben, die Hankelschen Funktionen erster

und zweiter Art
HP(kr) = Jolkr) + i Yo(kr) (2.101)
HP (k) = Jolkr) — i Yo(kr) . (2.102)

®Entsprechendes 4Bt sich auch fiir ¥ finden, indem man obige Lésung in (2.63) einsetzt.
Die folgende Ableitung kann fiir ® oder ¥ durchgefiihrt werden. Das jeweils andere Potential
ergibt sich dann aus der tangentialen Spannungsbedingung.

7Y, wird auch als Besselsche Funktion zweiter Art oder Neumannsche Funktion bezeichnet.
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Eine umfassende Aufstellung der Eigenschaften der verschiedenen Zylinderfunk-
tionen findet sich bei Magnus und Oberhettinger (1948). Insbesondere interes-
siert uns die Asymptotik der Hankelfunktionen fiir groBe Werte des Argumentes

2 - 1
Hél)(k,,r,) s % |:ez(kr—7r/4) +0 (H)] (2]_03)
H(2) ~ 2 —i(kr—m/4) 1

Sie beschreiben also die Ortsabhangikeit fiir eine ein- bzw. auslaufende Zylinder-
welle. Die Dampfung der Wellenamplitude mit der Wurzel des Abstandes von der
Quelle ist zu erwarten, wenn man in Betracht zieht, daB die lokale Energiedichte
in etwa dem Amplitudenquadrat proportional ist und sich eine konstante Energie
auf Kreisringen mit linear wachsendem Umfang verteilt.

Es gilt also

& = &y |CLH (kr) + CoHP (kr)| e (2.105)

mit den Konstanten C'; und C5, die den Anteil ein- und auslaufender Wellen
bestimmen. Wir gehen davon aus, daB am Rand des Beckens keine Reflexion
vorkommt, entweder weil dieser sehr weit von der Quelle entfernt ist und die
Wellen auf dem langen Hin- und Riickweg von der Viskostat ausgedampft wer-
den, wie es im natiirlichen Lebensraum von Xenopus der Normalfall sein diirfte,
oder weil der Beckenrand eigens absorbierend gebaut ist, wie dies unter Versuchs-
bedingungen tblich ist (Claas und Miinz 1996; Elepfandt und Wiedemer 1987;
Gorner et al. 1984). Damit ist eine einlaufende Komponente ausgeschlossen und
es gilt Cy = 0. Wir definieren & = C, P, und erhalten

& =) " B (kr) e ™" (2.106)

was dem von Kuznetsov et al. (2002) angegebenen Zusammenhang entspricht.
Dazu gesellt sich im gedampften Fall das Potential der Wirbelstromung

U =0 e™ HY (kr)e ™" (2.107)
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Alle anderen GroBen, Stréomungsgeschwindigkeiten und Auslenkungen, ergeben
sich, der Definition der Potentiale gemaB, als raumliche Ableitungen von ¢ und
U nach (2.71 - 2.73) und (2.88). Bei den Auslenkungen der Oberflache ergibt

sich ein zusatzlicher Faktor —1/iw aus der Zeitintegration.

2.4 Sinnvolle Ndherungen

Das bisher erarbeitete Modell beschreibt die Eigenschaften von Wasserwellen in
verschiedensten Situationen. Seine Voraussagen lassen sich experimentell besta-
tigen (Lucassen-Reynders und Lucassen 1969; Hansen und Ahmad 1971; Ting
et al. 1984; Lee et al. 1993), die Eigenschaften der beschriebenen Wellen sind
allerdings von einer ganzen Anzahl von Parametern (z.B. Frequenz, Oberflichen-
spannung, 2-D-Elastizitdtsmodul) abhingig, und diese Tatsache stellt uns vor ein
Problem.

Um ein zu erstellendes Xenopus-Modell in seinen Vorhersagen an der Wirk-
lichkeit messen zu konnen, sollten wir all diese Parameter kennen. Dies mag
unter Versuchsbedingungen mit groBem Aufwand noch zu bewerkstelligen sein,
in freier Wildbahn ist dies nahezu aussichtslos. Umgekehrt steht Xenopus vor
einem dhnlichen Problem. In der einen oder anderen Weise muB er Kenntnis
haben von den Eigenschaften des Informationskanals, der das Signal bis an sei-
ne Sensoren tragt. Wie erwahnt sind diese Eigenschaften jedoch variabel. Wenn
wie beim Oberflachenelastizatsmodul nicht davon auszugehen ist, daB Xenopus
den entsprechenden Parameter miBt oder rekonstruiert, muB sein Informations-
verarbeitungssystem robust gegeniiber solchen Veranderungen sein, solange sie
im natiirlichen Rahmen bleiben; entsprechend sollte ein Modell desselben diese
Eigenschaft besitzen. Wir wollen also an dieser Stelle einen Moment aufwenden,
um die Spreu vom Weizen zu trennen, und eine moglichst einfache Beschreibung
des Stimulus zu finden, ohne substantielle Einfliisse auBer Acht zu lassen.

Eine der am schwierigsten zu beriicksichtigenden Komponenten ist sicherlich
die Oberflachenschicht. Die Elastizitat e ist abhangig von der Frequenz der Wel-
le, ebenso wie von Art und Konzentration einer oberflachenaktiven Substanz,
letztere sind im allegmeinen unbekannt. Wasser in einem Becken, in dem sich
Versuchstiere aufhalten, das mit Tensiden gereinigt wird und mit der bloBen Hand
des Experimentators in Beriihrung kommt, tragt mit einiger Sicherheit eine sol-
che Schicht. Auch die Messungen von Bleckmann (1985) legen diesen SchluB
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nahe (siehe auch Abb. 2.6).

Da iiber sonstige Eigenschaften des Monolayers nichts bekannt ist, bietet es
sich an, fiir die viskose Dampfung die Reynolds-N&aherung (2.90) fiir inelastische
Oberflachenschichten zu verwenden (zu allen Naherungen vgl. Abb. 2.5):

kK [2v
K=\
Die sog. Dampfungslange | = 1/k gibt an, nach welcher die Amplitude der
Welle um den Faktor 1/e abgefallen ist, s entspricht ks aus den vorangegangenen
Abschnitten und k steht nurmehr fiir die Wellenzahl (k = k). Soll wirklich reines
Wasser angenommen werden, eignet sich die Stokes-Ndherung hervorragend.

Die Wellenzahl ist in allen Fallen gut durch die Lésung der Dispersionsglei-

chung fiir den nichtviskosen Fall widergegeben:

Tk
w?=kg+— . (2.48)
P

Das Verhaltnis ®, /¥, von Potential- zu Wirbelstromung ist von der Ordnung
der bereits benutzten verallgemeinerten Viskositat (2.85) (Hansen und Ahmad
1971), fiir Wasser bei Versuchsbedingungen ca. 10%. Es ist zwar durchaus sinn-
voll, die Wirbelstromung zu beriicksichtigen um den Ausdruck fiir die viskose
Dampfung zu erhalten, an der eigentlichen Wasserbewegung hat sie jedoch nur
einen verschwindenden Anteil, weshalb wir davon ausgehen wollen, daB es sich
um eine reine Potentialstromung handelt (v = V®), allerdings mit einem expo-
nentiell gedampften Potential.

SchlieBlich wollen wir noch einmal die Eigenschaften der Zylinderwellen be-
trachten. Wir bewegen uns mit Xenopus in etwa im Bereich des Minimums der
Phasengeschwindigkeit, mithin bei Wellenlangen von 2cm und weniger. Wenn
wir also einen Abstand zwischen Reizquelle und Frosch von 10 cm annehmen, so
betragt das Argument der Hankelfunktion Hél) im Ausdruck (2.106) fiir das Po-
tential einer Zylinderwelle bereits 107. Daher ist die Verwendung der Naherung
fiir groBe Argumente (2.103) zulassig:

[ 2 .
d(r,t) = %CDB eh* e glhr—et) (2.108)
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Abbildung 2.8: A: Radiale Stromungsgeschwindigkeit v, an der Oberflache in
Abhéangigkeit vom Abstand von der Quelle zu einem festen Zeitpunkt. Die durch-
gezogene Linie zeigt die exakte Losung mit der Hankel-Funktion, die gestrichelte
Linie enstpricht der Naherung (2.108). B: Normalkomponente v, des Geschwin-
digkeitsfeldes (exakt und Naherung (2.111)), Darstellung entsprechend A.

Die globale Phase e~™/4

, die eigentlich in der Asymptotik der Hankel-Funktion
auftaucht, wurde in die komplexe Konstante ®;, eingebaut. Wenn man die Pha-
senbeziehung zwischen Erregung und Antwort explizit ermitteln mochte, muB
man dies beriicksichtigen.

Die radiale Geschwindigkeitsverteilung ergibt sich zu

1 2 v
Uy = k |:Z - g + O(H)] % (I)(J €kz e r ez(krfwt) . (2109)

Das Verhiltnis x/k ist von der Ordnung des Verhiltnisses Potential- zu Wirbel-

stromung und wird in obiger Gleichung folglich vernachlassigt, ebenso wie der

O(4=)-Term, wie bereits bei der Asymptotik von HO(I) geschehen:

[ 2 .
v, = ik ® = ik ®) — e e elhr—et) (2.110)

Der Ausdruck fiir die normale Geschwindigkeitskomponente ist pflegeleicht,
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da ® nur mit einem Term von z abhangt:

2 ro
v, =k®=k®djy/ g eh* e x eilkr—wt) (2.111)

Fehlt nur noch die Oberflachenauslenkung, die man durch Zeitintegration

von v, erhalt:

¢ = ﬁ o — ﬁ (1)6 i k7 ok pilkr—uwt)
w

2.112
w wkr ( )
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Kapitel 3

Weitere Signaltransmission

Auf seinem langen Weg ins Zentralnervensystem wird unser Signal in jedem
Transmissionsschritt nicht nur einfach weitergeleitet, sondern auch umkodiert.
So haben wir bereits gesehen, daB die Stromung, die eine sich ausbreitende Ring-
welle an einem Punkt im Raum verursacht, z.B. am Ort eines Seitenlinienorgans,
sich deutlich unterscheidet von jener an der Quelle, sobald mindestens eine der
Wellenldnge vergleichbare Distanz zwischen ihnen liegt. Obwohl an dieser Stelle
der Diskussion rein raumlich gesehen der langste Teil der Reise hinter uns liegt,
ist das Signal in dieser Form fiir den Frosch noch nicht zu verarbeiten. Es muB
zunachst von den Rezeptoren aufgenommen und dann transkribiert werden in
die der biologischen Signalverarbeitung eigene Sprache, d.h. in Aktionspotentia-
le! der Nervenfasern der Seitenliniennerven.

3.1 Die hydrodynamische , letzte Meile“

Wie aus der Welt der Telekommunikation bekannt ist, kdnnen sich auf dem
letzten kleinen Bruchteil der Strecke, die ein Signal zum Emfanger zuriicklegt,
noch einige unter Umstinden sehr rgerliche? Anderungen ergeben. Da in un-
serem Fall allerdings nur ein unwesentlicher EinfluB auf die notwendige Art der
zentralnervosen Signalverarbeitung zu erwarten ist (vgl. Kapitel 4), sollen die hy-
drodynamischen Effekte im Bereich des Tieres hier nur kurz angerissen werden.

1Dazu synonym wird auch der Ausdruck spike gebraucht.
2Es kann sich beispielsweise der Preis iiberproportional erhohen.
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3.1.1 Wellenschatten

Zu einer ersten Modifikation der einlaufenden Welle fiihrt bereits der Ubergang
der Stromung vom freien Wasservolumen in die Umgebung des Frosches durch
die Wirkung des Froschkorpers. So erreicht die Welle die ihr abgewandte Seite
des Korpers sicher nicht ungedampft, was sich auch experimentell nachweisen
|aBt. Elepfandt und Wiedemer (1987) geben die Schwichung des Stimulus auf
der gegeniiberliegenden gegen die Einfallsseite mit bis zu 40dB an, was wir im
folgenden beriicksichtigen werden.

Die genaue Modifikation des Wellenfeldes hangt natiirlich von der Stellung
des Frosches ab. So wird das Wellenfeld sicher anders aussehen, wenn das Tier
flach auf dem Grund des Versuchsbeckens in mehreren Zentimetern Tiefe liegt
(Gorner et al. 1984) oder mit dem Kopf an der Wasseroberflache treibt (Ele-
pfandt 1982). Die Zuvorgenannten sind sich mit Claas (1993) einig, daB Xenopus
in beiden Fallen die Quelle der Wellen mit ahnlicher Genauigkeit zu lokalisieren
vermag.

Eine Berechnung des Wellenfeldes nach den Prinzipien der geometrischen
Optik® auf Grundlage der bekannten Phasengeschwindigkeit fiir unterschiedliche
Tiefen, die z.B. fiir Wasserwellen iiber einem flachen Uhrglas in gewissen Grenzen
anwendbar ist (Stoker 1992), verbietet sich in unserem Fall, da die charakteristi-
sche Lange fiir Tiefenanderungen durch die GroBe des Frosches bestimmt wird,
und damit der Wellenlange durchaus vergleichbar ist. Deshalb 138t sich keine
lokale Phasengeschwindigkeit definieren, die die Voraussetzung fiir eine solche
Behandlung ware.

3.1.2 Grenzschicht

Noch ein anderer hydrodynamischer Effekt |38t das Signal nicht unverdndert. Es
handelt sich um die Grenzschicht, die sich an der Oberflache eines in eine viskose
Fliissigkeit getauchten festen Korpers ausbildet.

Eine Eulerfliissigkeit* hat einige ausgesprochen irritierende Eigenschaften, die
der taglichen Erfahrung wiedersprechen. Sie dreht sich, einmal in Rotation ver-
setzt, nicht nur ohne Energieverlust weiter, sondern stromt auch durch feinste

3Die Rede ist vom Fermatschen Prinzip.
4d.i. eine viskosititsfreie Fliissigkeit, wie z.B. superfliissiges Helium
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Kapillaren ohne jeden Widerstand® (Simon et al. 1952). Dies ist nur méglich,
weil eine nichtviskose Fliissigkeit mit beliebiger Geschwindigkeit an einer Wand
vorbeistromen kann, ohne daB eine Kraft auf sie ausgeiibt wiirde.

Wir haben es allerdings mit Wasser zu tun, einer viskosen Fliissigkeit. Hier
bewirkt die, wenn auch geringe, Zahigkeit bei Bestehen eines Geschwindigkeits-
gradienten sofort eine Scherspannung nach Gleichung (2.13), und um diese end-
lich zu halten, diirfen im Geschwindigkeitsfeld keine Unstetigkeiten auftreten. Die
Fliissigkeit unmittelbar an der Wand klebt also férmlich an der Begrenzung fest
und macht jede Bewegung derselben mit (no-slip-Bedingung). Die unterschiedli-
chen Geschwindigkeiten des Fliissigkeitsvolumes und eines eingetauchten starren
Korpers, sei es die Wand eines Beckens oder der Kérper eines Krallenfrosches®,
miissen also innerhalb einer dazwischenliegenden Schicht einander angeglichen
werden (Schlichting 1979).

Diese Betrachtungsweise nach Prandtl bietet sich fiir schwach viskose Fliissig-
keiten an. Das Innere des Wasservolumens verhilt sich dann wie eine Eulerfliissig-
keit mit einer Grenzschicht an den Randern, in welcher der Geschwindigkeitsiiber-
gang stattfindet, und die somit die Stetigkeit des Stromungsfeldes gewahrleistet.

Fiir den einfachen Fall einer mit der Kreisfrequenz w oszillierenden Strémung
in z-Richtung entlang einer ebenen Flache 138t sich die longitudinale Geschwin-
digkeitskomponente u(z,y,t) in einer Entfernung y von der Oberflache ohne
groBeren Aufwand berechnen. Fiir ein Stromungsfeld auBerhalb der Grenzschicht,
das beschrieben wird durch

Uz, t) = U(x)e™" (3.1)
findet Schlichting (1979) folgende Beschreibung’ der Strémung innerhalb

u(z,y,t) = U(z)e™ [1 - 67%(1+i)i| (3.2)

5o = \/sz . (3.3)

5Dies gilt bis zu einer kritischen Geschwindigkeit, die aber keine hydrodynamische Ursache
hat.

6In den Grenzen der hier auftretenden Scherkrifte diirfen Krallenfrésche problemlos als
starre Kérper angenommen werden, wenn dieser Eindruck sich auch zugegebenermaBen nicht
aufdrangt, wenn man einen davon in der Hand hilt.

"Das Problem ist analog dem der Temperaturverteilung innerhalb Erdkruste aufgrund der
Temperaturschwankung innerhalb eines Tages.
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Dabei gibt &, die frequenzabhingige Dicke® der Grenschicht an. Der Effekt der
Schicht beschrankt sich also auf eine zusatzliche frequenzabhangige Dampfung
und Phasenverschiebung der durch eine Welle verursachten Stromung.

Auf Grundlage der oben angegebenen Formel (3.2) berechnet Kalmijn (1988)
die Kopplung des externen Stromungsfeldes an die Rezeptoren der Seitenlinien-
organe. Er ist sich dabei jedoch durchaus bewuBt, daB der angenommene Fall
der Stromung parallel zu einer ebenen Flache nicht unbedingt den Normalfall
darstellt. Trifft die externe Stromung unter einem nicht vernachlassigbar kleinen
Winkel auf die Haut, so ergibt sich eine wesentlich kompliziertere Konfiguration
von Druck- und Stromungsfeld iiber die Hautoberflache.

Eine fiir unser Problem angemessene Berechnung der Effekte der Grenz-
schicht miiBte daher einhergehen mit einer genauen Analyse der Stromungs-
verhaltnisse beim Auftreffen einer Welle auf den Korper des Frosches. Weiterhin
ist nicht bekannt, wie sich der auf der gesamten Haut vorhandene Schleim auf die
Grenzschicht auswirkt (Kalmijn 1988; Bleckmann 1994). Fiir die zentrale Fra-
ge dieser Arbeit nach der Art der Verarbeitung der von den Seitenlinienorganen
aufgenommenen Signale spielt dies allerdings kaum eine Rolle, solange durch die
Grenzschicht die Linearitat des Systems nicht gestort wird (vgl. Kapitel 4).

3.2 Morphologie und Mechanik der Seitenlinien-
organe

Der genaue Aufbau des Seitensliniesystems soll uns nur jenem Rahmen beschafti-
gen, in welchem er unmittelbar relevant ist fiir die entscheidenden Fragestel-
lungen dieser Arbeit. Fiir eine ausfiihrliche Zusammenfassung auch jener bio-
logischen Fakten, die nicht direkt mit der Eigenschaft als Sinnesorgan zusam-
menhangen, mochte ich auf Elepfandt (1996) oder Russell (1976) verweisen.
Auch die im folgenden genannten Details sind dort nachzulesen, so nicht eine
andere Quelle angegeben wird.

8Zu beachten ist, daB die Definition der Dicke § der Grenzschicht im Fall zeitunabhingiger
Strémungen davon abweichend als jene definiert ist, ab der sich die lokale Strémungsgeschwin-
digeit um weniger als ein Prozent von der externen unterscheidet.
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3.2.1 Die Seitenlinien und ihre Organe

Das Seitenliniensystem bei Xenopus besteht im Adultstadium aus ca. 180 Or-
ganen® oder Leisten'®, wie Kramer (1933) sie nennt, die sich, in mehreren Li-
nien angeordnet, iber Rumpf und Kopf erstrecken (Abb. 3.1(a)) und an der
vergleichsweise dunklen Oberseite des Tieres sich als helle, langliche Gebilde ab-
zeichnen.

Eine Leiste besteht aus einer kleinen Anzahl (4-12) identischer Knospen oder
Neuromasten, die linienférmig hintereinander angeordnet sind (vgl. Abb. 3.1(b)).
Im Gegensatz zu einem bei Fischen haufig vorkommenden Rezeptortypus, bei
dem sich ein Neuromast innerhalb eines Kanals unter der Haut befindet, handelt
es sich hier um die fiir Amphibien typische Bauart eines an der Oberflache der
Haut befindlichen Neuromasten. Dessen ins Wasser ragender Anteil wird von
den Haarfortsitzen einer Gruppe von etwa 40 bis 80 Sinneszellen gebildet, die
zusammen in eine einzige gallertartige Scheide, die sog. Cupula, eingebettet sind.

Die Cupula ist ein Fahnchen von etwa 0.1 mm Lange, bei Xenopus mit stark
elliptischem Querschnitt. Die einzelnen Cupulae eines Organes stehen parallel
zueinander und mit ihrer groBen Halbachse senkrecht zur ihrer Anordnung in-
nerhalb der Leiste. Der GroBteil der Organe wird von jeweils zwei afferenten
Fasern innerviert. Zusatzlich gibt es efferente Fasern, die bei Eigenbewegung des
Frosches inhibierend auf die Rezeptorzellen einwirken (Russell 1976).

Ein Neuromast direkt auf der Haut stellt einen Geschwindigkeitsrezeptor dar.
Dies 1aBt sich nicht allein durch die Eigenschaften der eigentlichen Rezeptorzellen
erklaren, sondern liegt begriindet in deren Zusammenspiel mit den akzessorischen
Strukturen des Neuromasten, d.h. vor allem der Cupula und deren spezifischen
mechanischen Eigenschaften. Darauf soll im folgenden Abschnitt noch etwas
genauer eingegangen werden.

°Die von verschiedenen Autoren angegebenen Zahlen schwanken, sind aber immer in etwa
in der GroBenordnung 102. Auch interindividuell kénnen sie sich unterscheiden.

10\/ermutlich ihrer Ahnlichkeit zu einem einzelnen Stich in einer Naht oder Stickerei wegen,
werden sie in der einschlagigen englischsprachigen Literatur meist als stitches bezeichnet.
Gelegentlich findet sich auch die Bezeichnung plaques.
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Abbildung 3.1: Das Seitenliniensystem von Xenopus laevis entnommen aus Ele-
pfandt (1996), nach Strelioff und Honrubia (1978). In (a) ist die Verteilung der
Organe in den Linien der oberen Korperhilfte schematisch gezeigt. (b) stellt
ein Organ in Nahaufnahme dar. Es besteht aus mehreren Neuromasten, die in-
nerhalb einer Linie angeordnet und durch Tastsinnesorgane getrennt sind. Die
Cupulae haben dieselbe Vorzugsrichtung, welche durch den Pfeil gekennzeich-
net ist und senkrecht zur Achse der Leiste steht. In (c) ist ein Horizontalschnitt
durch die ellipsenformige Cupula gezeigt. Wieder zeigt der Pfeil die Richtung
einer Stromung, die zu maximaler Sinnesantwort fiihrt. Die dunklen Kreise in-
nerhalb der Cupula stellen die Haarbiindel der einzelnen Sinneszellen dar. (d)
schlieBlich zeigt schematisch den Aufbau eines Neuromasten. Die in die Cupula
ragenden Haarbiindel mit den tiberlangen Kinozillien von vier Sinneszellen sind
dargestellt. Daneben ist auch das Innervierungsmuster der richtungsensitiven
Rezeptorzellen durch die Afferenzen im unteren Teil des Bildes zu erkennen.
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3.2.2 Mechanik der Cupula

Stromt das umgebende Wasser gegen die Breitseite der Cupula, also parallel
zur kleinen Halbachse, so mag dies zwar zu einem Umbiegen derselben fiihren,
zumal sie in dieser Richtung recht flexibel ist, eine Reaktion der Haarzellen stellt
man allerdings nur fest, wenn eine Kraft enlang der groBen Halbachse ausgeiibt
wird. In dieser Richtung verhilt sich die Struktur fast wie ein starrer Korper, so
daB die Auslenkung der Spitze mit einer Scherung der Basis einher geht. Unter
natiirlichen Verhaltnissen geschieht dies durch eine Strémung in Langsrichtung;
dabei wird durch die Reibung der viskosen Fliissigkeit die Cupula geschert.

Eine einfache Naherung zur Beschreibung der mechanischen Verhiltnisse gibt
Kalmijn (1988), indem er die Cupula als gedampften harmonischen Oszillator
mit einer Resonanzfrequenz wy und einem Dampfungskoeffizienten v model-
liert. Wird dieser durch eine mit der Frequenz w oszillierende Wasserstromung
(z.B. eine Oberflichenwelle) getrieben, so lautet die Differentialgleichung fiir die
Auslenkung z(t) der Cupula

47 +wiz = yvcoswt , (3.4)

unter der Annahme, daB die Kopplung der Strémung an die Cupula durch den-
selben Reibungskoeffizienten v bestimmt ist, wie deren interne Dampfung.

Durch Fourier-Transformation dieser Gleichung und mit Z(w) sowie V(w)
als Fourier-Transformierte von z(t) bzw. v(t) erhalt man

v 1
Z(w)=— V(w) . 35
@) Wi 1 — (w/wy)? + iyw/w? @) (3:5)
Kalmijn (1988) gibt die Resonanzfrequenz mit ca. 80 Hz an, so daB man fiir
Frequenzen unter 30 Hz straflos davon ausgehen kann, daB der Oszillator einfach

der Anregung folgt: y
Z(w) = EV(w) : (3.6)

In unserem Modell wollen wir, die gerade zusammengefaBten Eigenschaf-
ten im Hinterkopf, einen Neuromasten als einen Detektor fiir die Stromungsge-
schwindigkeit des ihn umgebenden Wassers ansehen. Er setzt diese linear in eine
Auslenkung der Cupula um, wobei zu beachten ist, daB durch die gleichartige
Ausrichtung der Cupulae eines Organs die Sensitivitdt auf eine bestimmte Ge-
schwindigkeitskomponente beschréankt ist (Gorner 1963). Dies scheint aber bei
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Abbildung 3.2: Abhingigkeit des Membranpotentials einer Rezeptorzelle (Inne-
nohr von Rana catesbeiana) von der Auslenkung der Spitze ihres Haarbiindels
nach Hudspeth und Corey (1977). Die Charakterisik ist asymmetrisch bzgl. der
Position des ungestorten Biindels, aber iiber einen weiten Bereich bis ca. 5°
linear in positver (depolarisierender) Richtung.

der Bestimmung der Quelle einer Oberflachenwelle keine Rolle zu spielen (Gorner
und Mohr 1989) und kann auch in Ableitungen der primaren sensorischen Af-
ferenzen kaum nachgewiesen werden (Elepfandt und Wiedemer 1987; Zittlau et
al. 1986).

3.2.3 Eigenschaften der Sinneszellen

Einen griindlichen Uberblick iiber die Eigenschaften der Haarsinneszellen bieten
Russel (1981) und Hudspeth (1983). Die Zellen sind tyisch fiir die vestibularen,
auditorischen und Seitenliniensysteme der Wirbeltiere. Sie besitzen bei Xeno-
pus ein Biindel von ,,Harchen"” oder Stereozilien, die nach oben in die Cupula
ragen und von einer Seite des Biindels zur anderen hin langer werden. An der
langeren Seite wird das Biindel durch eine besondere Organelle, das Kinozilium,
abgeschlossen, das sich durch seinen Bau deutlich von ersteren unterscheidet.
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Da die Zilien relativ unflexibel sind, bewirkt eine Auslenkung der Spitze des
Biindels eine Scherung an der Basis, auf die die Zelle sehr empfindlich (Schwelle
bei ca. 10~ Winkelgraden nach Hudspeth (1983)) mit einer Anderung ihres
Membranpotentials reagiert, und zwar in der Art und Weise, daB eine Scherung
gegen das Kinozilium Depolarisation hervorruft, wahrend eine Auslenkung in
Gegenrichtung zur Hyperpolarisation fiihrt. Die Messungen von Hudspeth und
Corey (1977) an Haarzellen aus dem Innenohr des Ochsenfrosches zeigen im
tiblichen Arbeitsbereich in depolarisierender Richtung einen weitgehend linearen
Zusammenhang zwischen Auslenkung und Rezeptorpotential (vgl. Abb. 3.2),
wahrend bei Hyperpolarisation sehr schnell Sattigung eintritt. Die Sinneszellen
einer Cupula gehoren zu etwa gleichen Teilen zu zwei Populationen, die maximale
Sensibilitdt aufweisen fiir Scherung entlang der kurzen Halbachse der Cupula,
wobei die eine Gruppe bei Auslenkung in positiver'! Richtung de-, die andere
hyperpolarisiert, und umgekehrt.

3.3 Sensorische Afferenzen und zentrale Bahnen

Die Haarzellen des Seitenliniensystems sind sekundire'? Sinneszellen. Die Weiter-
leitung des aufgenommenen Signals wird von eigenstdndigen Neuronen iibernom-
men, wobei ein Organ stets von mindestens zweien aus dieser Gruppe versorgt
wird. Jeweils eine der beiden afferenten Nervenfasern eines Seitenlinienorgans
innerviert spezifisch die Rezeptorzellen mit positiver bzw. negativer Richtungs-
polarisation, so daB diese in der afferenten Antwort des Organs erhalten bleibt.

3.3.1 Periphere Signaliibertragung

Die Ubertragung des Rezeptorpotentials auf die afferente Nervenfaser erfolgt in
chemischen Synapsen an der Basis der Sinneszelle (Zusammenfassung bei Russel
(1981)). Es gibt dabei eine spontane Ausschiittung von Transmitter, von der ver-
mutet wird, daB sie fiir die Spontanaktivitat der Afferenzen mit einer Rate R, von

HDies ist selbstverstindlich Definitionssache.

2Im Gegensatz zu primiren Sinneszellen, die, wiewoh! sensibel auf gewisse Reize, selbst
Aktionspotentiale erzeugen und diese in eigenen Axonen weiterleiten, mithin also eigenstandi-
ge Nervenzellen darstellen, handelt es sich bei sekundidren Rezeptorzellen um spezialisierte
Epithelzellen, die in synaptischem Kontakt mit einer Klasse afferenter Nervenzellen stehen,
welche die Erregung ins zentrale Nervensystem weiterleiten.
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ca. 5-25Hz (Elepfandt und Wiedemer 1987) verantwortlich zeichnet. Eine De-
polarisation der Rezeptormembran bewirkt verstarkte Transmitterausschiittung,
Hyperpolaisation verringert sie. Der Neurotransmitter erzeugt postsynaptisch ein
erregendes Potential (EPSP!3), das vermutlich an verschiedenen Stellen der ein
Organ innervierenden Nervenfaser ein Aktionspotential auslosen kann, welches
dann ins Zentralnervensystem weitergeleitet wird.

Ableitungen der Afferenzen ermdglichen es, die Transfereigenschaften des
Rezeptors als Gesamtsystem zu bestimmen. Hierzu wurden eine Reihe von Mes-
sungen angestellt. Gérner (1963), Harris und Milne (1966) sowie Strelioff und
Honrubia (1978) bestimmten die Rate der auftretenden Aktionspotentiale bei
Stimulation eines Organs mit Stromungen konstanter Geschwindigkeit v;, was
einer konstanten Auslenkung der Cupula entspricht. Die ersteren fanden, daB die
Feuerrate!* dabei dem Logarithmus!® der Strémungsgeschwindigkeit proportio-
nal sei, wahrend Strelioff und Honrubia (1978) einen linearen Zusammenhang
zwischen Geschwindigkeit und Feuerrate ermittelten.

Eine Reizung mit oszillierenden Stromungen bewirkt bei niedrigen Reizampli-
tuden zunachst eine Modulation der Spontanfeuerrate (Elepfandt und Wiedemer
1987; Kroese et al. 1978; Strelioff und Honrubia 1978). Die Synchronisation'®
wachst wiederum mit dem Logarithmus der Reizamplitude an, ohne die mitt-
lere Anzahl der wahrend einer Periode auftretenden Spikes zu verdandern. Bei
hoheren Amplituden tritt wahrend der inhibierenden Phase zeitweise vollige Un-
terdriickung der Spontanaktivitat ein, wahrend nunmehr die mittlere Feuerrate
mit dem Logarithmus der Reizamplitude wachst.

Diese beiden Effekte zusammengenommen haben zur Folge, daB die Spike-
rate R. wahrend der exzitatorischen Phase einer Periode iiber den gesamten
dynamischen Bereich!” (ca. 80 dB) eine logarithmische Abhingigkeit zeigt (Ele-

Bengl. excitatory postsynaptic potential

Y Feuern nennt man das Auftreten eines Aktionspotentials in einem Neuron.

5Die Abhingigkeit der Rezeptoranwort vom Logarithmus der Stirke des adiquaten Reizes
ist eine in der Sinnesphysiologie hdufig auftretende Erscheinung, die psychophysikalisch gerne
mit den Gesetzen von Weber und Fechner iiber die Abhadngigkeit der Empfindung vom Reiz in
Zusammenhang gebracht wird.

16Ein MaB fiir die mittlere Abweichung der Feuerzeiten vom Mittelwert derselben (d.h. vom
Zeitpunkt maximaler Stimulation) und damit fiir den Grad der Phasenkopplung.

"Dynamischen Bereich nennt man den Bereich der Reizamplitude zwischen Schwelle und
Eintritt der Sattigung eines Rezeptors.
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Abbildung 3.3: Abhangigkeit der Feuerrate der sensorischen Afferenzen wahrend
der 30 % maximaler Auslenkung einer Periode vom Logarithmus der Amplitu-
de einer einfallenden Welle nach Elepfandt und Wiedemer (1987). Es wird ein
linearer Zusammenhang behauptet, der sich aber wegen der geringen Zahl an
MeBpunkten kaum beweisen |13Bt.

pfandt und Wiedemer 1987). Wenn vy die Geschwindigkeitsschwelle bezeichnet,
ab der der Rezeptor iiberhaupt reagiert, und cg die Proportionalitatskonstante,
|aBt sich das folgendermaBen darstellen (siehe auch Abb. 3.3)
R. = Ry + crlogyy— . (3.7)
Vo
Die Wahl der exzitatorischen Feuerrate als Parameter scheint mir diskussi-
onswiirdig, jedoch kann daraus unter gewissen Voraussetzungen gefolgert wer-
den, daB in dieser Reizsituation die Amplitude iiber einen weiten Bereich logarith-
misch in einem einzigen, dem System zuganglichen Parameter kodiert ist, namlich
in der kombinierten momentanen Feuerwahrscheinlichkeit R(t) der beiden Affe-
renzen unter Beriicksichtigung ihrer unterschiedlichen Vorzugsrichtungen anhand
unterschiedlicher Vorzeichen. Dies wird in Anhang A genauer ausgefiihrt.
Den Daten von Elepfandt und Wiedemer (1987) zufolge liegt die Schwelle v,
im Bereich!® von einigen 10'7§ bei Frequenzen unterhalb von 30 Hz. Nur wenige

18Dje Schwellen sind gegeben als Auslenkung an der Wasseroberfliche. Eine grobe Be-
reichsangabe erfolgt deshalb, weil wir die genaue Abhangigkeit der Geschwindigkeit von der
Oberflachenamplitude wegen der Einfliisse von Froschkorper und Grenzschicht nicht kennen,
und die Werte zudem frequenzabhangig schwanken.
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Einheiten scheinen auf hohere Frequenzen zu reagieren. cr wird mit 30-40 Hz
angegeben.

Es wurde also gezeigt, daB die Transfercharakteristik eines Neuromasten
nichtlinear ist. Weiter kann nach dem, was in den vorangegangenen Abschnitten
dieses Kapitels gesagt wurde, vermutet werden, daB die Quelle dieses Verhaltens
an der afferenten Synapse zu suchen ist. AuBerdem wurde gezeigt, da wesent-
liche Parameter in spezifischen Reizsituationen logarithmisch von der Amplitude
des Reizes abhdngen, wahrend die Frequenz aufgrund der Phasenkopplung der
Antwort im Zeitverlauf kodiert ist. Nun zeigen aber Messungen von Strelioff und
Sokolich (1988) sowie Oed (1995), daB in modifizierter Reizsituation, namlich
bei Stimulation mit einer Uberlagerung zweier monofrequenter Wellen, der lo-
garithmische Zusammenhang zwischen Reizamplitude und Antwort nicht langer
aufrechtzuerhalten ist. Das Problem einer adaquaten Transferfunktion fiir alle
Reizsituationen ist bisher ungelost.

3.3.2 Zentrale Signalpfade

Die Afferenzen der einzelnen Organe werden auf jeder Korperseite in zwei Ner-
ven zusammengefaBt, dem anterioren bzw. posterioren Seitenliniennerven, deren
Projektionsgebiet im Hirnstamm, genauer ausschlieBlich ipsilateral in der Fligel-
platte der Medulla entlang des vierten Ventrikels liegt. Dies kann man durch
elektrophysiologische Methoden (Plassmann 1980) und verschiedene Farbetech-
niken (Lowe und Russell 1982; Altman und Dawes 1983; Will et al. 1985a) zeigen.
Zur Anatomie des Hirnstammes, Nomenklatur und Zytoarchitektur der einzelnen
Kerne verweise ich auf Nikundiwe und Nieuwenhuys (1983).

Charakteristisch fiir die Projektionen der primaren sensorischen Afferenzen
ist die deren groBraumige Verzweigung, innerhalb des Seitenlinienlappens!®. Die
Projektionsareale aller afferenten Seitenlinienfasern, jener im anterioren wie im
posterioren Seitenliniennerven, sind identisch und iiberlappen beinahe vollstandig
(vgl. Abb. 3.5).

Altman und Dawes (1983) sowie Will et al. (1985a) glauben in unterschied-
lichen anatomischen Details Hinweise fiir eine funktionelle Unterteilung dieser

Dieser setzt sich zusammen aus einem feinen Netzwerk von Axonen der primaren und Den-
driten der sekundaren Neurone, dem sog. Neuropil, sowie dem eigentlichen Seitenlinienkern,
der die Somata der sekundiren Neurone enthalt.
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Abbildung 3.4: Dorsale Ansicht des Gehirns eines erwachsenen Krallenfrosches
nach Lowe (1986). Rémische Ziffern bezeichnen die jeweiligen Cranialnerven;
auBerdem sind folgende Abkiirzungen verwendet: Rcn - Rauten- oder Hinter-
hirn (Rhombencephalon, umfaBt die Medulla), cbm - Kleinhirn (Cerebellum),
Tec - Tectum (bildet mit dem Torus semicirculatis und dem Tegmentum das
Mittelhirn (Mesencephalon)), Dcn - Zwischenhirn (Diencephalon), Ten - End-
hirn (Telencephalon), Ob - Riechlappen (Bulbus olfactorius), plin - posteriorer
Seitenliniennerv, alln - anteriorer Seitenliniennerv
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Abbildung 3.5: Die Verzweigungsmuster des anterioren (oben, Nla) und poste-
rioren (unten, NlIp) Seitenliniennerven im Seitenlinienlappen der Medulla nach
Will et al. (1985a). Sie sind nahezu identisch.
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Region zu finden. Bei Will et al. (1985a) wird diese Vermutung vor allem durch
die Projektionen der jeweiligen sekundaren Neurone gestiitzt, so daB sie eine Un-
terteilung des Seitenlinienlappens in drei bis vier Unterkerne vorschlagen, wobei
der groBe zentrale Teil (/ateral line nucleus) beziiglich Verzweigungsmuster, Zy-
toarchitektur und sekundarer Projektionen groBtenteils homogen erscheint. Den
postulierten funktionellen Einheiten werden jedoch keine spezifischen Aufgaben
zugewiesen.

Bereits die vorgenannten Studien und vor allem die Arbeit von Will et al.
(1985b) beschreiben auBerdem die sekundaren Projektionen der Neurone des
Seitenlinienkerns. Die prominentesten Verbindungen bestehen in den kontrala-
teralen Seitenlinienkern und in den Nucleus magnocellularis bzw. den Nucleus
principalis (Lowe 1986) des kontralateralen Torus semicircularis. Leztere wurden
auch von Zittlau et al. (1986) in Ableitungen aus einzelnen Einheiten gefunden.
Daneben existiert auch eine schwacher ausgepragte, direkte Verbindung in den
ipsilateralen Torus.

Was die Projektion in die gegeniiberliegende Medulla angeht, so erstreckt
sich die Terminalregion der Fasern aus bestimmten Bereichen ipsilateral auf die
ihnen rdumlich korrespondierenden Areale kontralateral. Auch im Bezug auf die
Projektion in den Torus (ipsi- und kontralateral) wird eine Zuordnung von Ur-
sprungsgebiet in der Medulla und Projektionsareal im Mittelhirn berichtet (Will
et al. 1985b; Lowe 1986; Altman und Dawes 1983). Raumlich begrenzte Lesionen
des Hauptprojektionsgebietes, des contralaterlaten Torus also, fiihren zu Lokali-
sierungsfehlern in bestimmten Winkelbereichen ipsilateral (Elepfandt 1989), was
ebenfalls darauf hindeutet, daB bereits auf dieser Ebene der Signalverarbeitung
eine Art neuronale Karte der Wasseroberflache besteht. Zittlau et al. (1986)
fanden bei Ableitungen in dieser Region keine Richtungssensitivitat der einzel-
nen Einheiten, jedoch wurden nur neun verschiedene Einheiten aus dem Torus
gemessen, so daB eine solche nicht kategorisch auszuschlieBen ist. Zusammen
mit der vorgenannten Beobachtung einer gewissen Zuordnung bestimmter Areale
des Seitenlinienkerns zu diesen Bereichen 13Bt sich nicht ausschlieBen, daB bereits
auf der Ebene der Medulla bestimmte Regionen des Seitenlinienkerns spezifische
Richtungen auf der Wasseroberflache kodieren. Leider gibt es weder Ableitungen
unter realistischen Reizbedingungen noch Lesionsexperimente fiir die Medulla,
so daB man hier nur auf die neuroanatomischen Daten bauen kann. Daher kann
man lber die Art der Informationsverabeitung groBtenteils nur spekulieren.
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Zweifelsfrei nachgewiesen ist eine neuronale Karte der Wasseroberflache, das
heiBt eine Ansammlung von Neuronen, die spezifisch auf Reize aus einer be-
stimmten Richtung reagieren, wobei benachbarte Zellen sensibel sind fiir Reize
aus benachbarten Richtungen, in einer weiteren Station der aufsteigenden Seiten-
linienbahn, dem Tectum opticum (Zittlau et al. 1986) (siehe Abb. 3.6). Diese ist
eindimensional; die Einheiten sind sensitiv auf Seitenlinienreize aus bestimmten
Richtungen aber nahezu beliebigen Abstanden. Die Zellen zeigen keine Phasen-
kopplung an den Stimulus.

Das Tectum erhalt Informationen aus dem Seitenliniensystem iiber eine to-
pologisch organisierte, stark ausgepragte Projektion aus dem ipsilateralen Torus,
in geringem MaBe auch aus dem kontralateralen Torus sowie direkt aus den ipsi-
und kontralateralen Seitenlinienkernen der Medulla (Zittlau et al. 1988). Ob es
eine zentrale Schaltstelle fiir die Verarbeitung von Seitenlinieninformation oder
einen Seitenzweig von untergeordenter Bedeutung bildet ist unklar.

Im Gegensatz zum Torus, in welchem eine Lesion der contralateralen Seite
die Lokalisation ipsilateral vollstandig ausschaltet (Elepfandt 1989) und man
somit von einer lateralisierten Representation der Umgebung ausgehen muB, ist
in beiden tectalen Halften die gesamte Wasseroberflache kodiert. Neben den
reinen Seitenlinieneinheiten existieren hier auch bimodale®® Einheiten, die sowohl
optisch wie iiber das Seitenliniesystem gereizt werden kdnnen sowie rein visuell
zu reizende Zellen. Die visuellen rezeptiven Felder der ersteren liegen an der
Wasseroberflache, wahrend jene der letzteren iiber der Wasseroberflache liegen.
Diese visuell zu reizenden Zellen bilden eine Karte, wobei ihre rezeptiven Felder
jenen der darunterliegenden Seitenlinieneinheiten entprechen (Claas 1993).

AuBerdem gibt es Verbindungen zu einer groBen Anzahl weiterer Hirnareale,
z.B. aus der Terminalregion der vestibuldren Afferenzen (Zittlau et al. 1988).
Im Tectum konvergieren also die Informationen unterschiedlicher Modalitaten,
vermutlich um sie in eine motorische Reaktion umsetzen zu kdnnen, was diesem
Bereich eine Rolle als sensomotorisches Interface (Elepfandt 1989) zuschreiben
wiirde. Man kann also davon ausgehen, daB spatestens auf dieser Ebene die
Information extrahiert ist, die in den Spiketrains der sensorischen Afferenzen
vorhanden ist.

20Zellen, die auf Reizung unterschiedlicher Sinne reagieren.
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Abbildung 3.6: Seitenlinienkarte im Tectum opticum. Die untere Abbildung zeigt
das Tectum in der Draufsicht nach Zittlau et al. (1986). Auf der Oberflache sind
Pfeilchen eingetragen, deren Basis die Position einer richtungsselektiven Einheit
markiert, wahrend die Spitze die Ausrichtung des rezeptiven Feldes verdeut-
licht. Zu diesem Zweck sind die beiden Pfeile sowie die gestrichelte Mittellinie
aus der Abbildung der Umgebung (oben) iibernommen. Die medial gelegenen,
ipsilaterale Richtungen anzeigenden Einheiten sind wesentlich seltener.
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Signalverarbeitung
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Kapitel 4

Mathematischer GrundriBB des
Modells

Im Sinne der Kommunikations- und Informationstheorie behandelte der erste
Teil dieser Arbeit die Eigenschaften des Ubertragungskanals, der ein potentiell
biologisch interessantes Signal von der Quelle auf den Eingang der Signalver-
abreitung des Frosches iibertragt, d.h. seine primaren sensorischen Afferenzen.
Es stellt sich allerdings die interessante Frage, was es denn genau ist, dieses
biologisch interessante Signal, das iibertragen wird.

4.1 Problemstellung

Um das herauszufinden lohnt ein Blick auf die Leistungen des Seitenliniensy-
stems von Xenopus. Verhaltensexperimente zeigen, daB die Lokalisierung der
Quelle einer Ringwelle mit einer Genauigkeit von maximal ca. 5° moglich ist
(Elepfandt 1982); auBerdem gibt es Hinweise, daB die Entfernung in gewissem
Grad abgeschatzt werden kann (Buschmann 1984; Claas und Miinz 1996). Im
Zusammenhang mit der Frage nach der Art der aus dem Wellenmuster extrahier-
ten Information scheint am aufschluBreichsten die Fahigkeit zur Unterscheidung
und Erkennung von Wellenmustern.

Xenopus kann auf Oberflichenwellen bestimmter Frequenzen konditioniert
werden (Elepfandt 1985, 1989). Frequenzunterschiede bis zu 4% der Kondi-
tionierungsfrequenz konnen vom Tier wahrgenommen werden. Diese Fahigkeit
verschlechtert sich nicht mit zunehmendem zeitlichen Abstand von der Lern-
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phase! (Elepfandt 1986b). Die einzelnen Seitenlinienorgane reagieren auf ein
breites Frequenzspektrum und weisen zudem alle die gleiche Antwortcharakteri-
stik auf. Anders als im auditorischen System der Sdugetiere, das mit der Cochlea
iber einen peripheren Frequenzanalysator verfiigt, ist die gesamte Information
in unserem Fall in den phasengekoppelten Antworten aller primarer Afferenzen
gemeinsam kodiert und muB komplett zentralnervos extrahiert werden.

Bei gleichzeitiger Stimulation mit der gelernten und einer anderen Testfre-
quenz reagiert Xenopus mit der iiblichen Drehung auf eine Quelle zu, wobei er
jedoch spezifisch die im Konditionierungsprozess belohnte Frequenz wahlt (Ele-
pfandt 1986a). Diese Fihigkeit verlangt eine Analyse des einfallenden Wellenfel-
des, welches ja aus lokalen Uberlagerungen der unterschiedlichen Wellenmuster
besteht, die von den verschiedenen Quellen erzeugt werden, aufgelost nach den
Charakteristika der einzelnen Ringwellen und deren Ursprungsort. Eine Méglich-
keit hierzu ware die zentralnervose Rekonstruktion des Anregungsmusters an
unterschiedlichen Punkten der Wasseroberflache. Anders ausgedriickt, nach ab-
geschlossener Verarbeitung in den sensorischen Kernen des Zentralnervensystems
weiB Xenopus was unter welchem Winkel auf der Wasseroberflache passiert.

Kehren wir zur Frage nach der transmittierten Information zuriick. Wenn
das Anregungsmuster an der Quelle zentralnervos rekonstruiert werden kann
und gleichzeitig Information iiber den Ort der Quelle vorhanden ist, muB beides,
wenn auch in kodierter Form, libertragen worden sein.

Physikalisch gesehen besteht, wie im ersten Teil gezeigt, eine quantifizierbare
Kopplung zwischen einer Stérung an einem Punkt p der Wasseroberflache, be-
schrieben durch eine Funktion z(p,t), und z.B. der Stromungsgeschwindigkeit
v;(t) des Wassers in der Nihe? eines Seitenlinienorgans am Punkt r;. Mathe-
matisch ist dieser Zusammenhang zu erfassen durch ein Funktional F', welches
die Funktion z auf v; abbildet. Die weiteren Teilschritte der Ubertragung, vom
Wasservolumen iiber die Grenzschicht auf die Cupula, von der Cupula auf die
Haarsinneszellen und von dort auf die primaren Afferenzen, unterscheiden sich
darin nicht vom gerade genannten Beispiel, die Mechanismen sind nur mitunter
noch nicht annahernd so gut verstanden.

!Diese Fahigkeit ist vergleichbar mit dem seltenen absoluten Gehdr beim Menschen, d.i.
das Wiedererkennen der absoluten Tonhohe eines bestimmten Tons.

°Die Strémungsgeschwindigkeit unmittelbar an der Cupula wird durch die ausgebildete
Grenzschicht sowie durch Form und Lage des Froschkorpers modfiziert.
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Fiir uns stellt diese Kopplung nun nichts anderes dar als eine dem Kanal
inhdrente Form der Kodierung von Information, wie sie an der Quelle entsteht.
Aufgabe der Signalverarbeitung muB es sein, aus den erhaltenen Signalen die
an der Quelle erzeugte Information zu extrahieren. Um den Empfang entspre-
chend deuten zu konnen, bendtigt das zentrale Nervensystem von Xenopus den
Dekodierungsschliissel, d.h. das kodierende Funktional muB umgekehrt werden,
um das urspriingliche Signal zu rekonstruieren. Ein zusatzliches Problem ergibt
sich dadurch, daB der Kanal keineswegs ideal ist, sondern mit verschiedenen
Rauschmechanismen behaftet ist. Es waren dann also die folgenden Fragen zu
stellen:

1. Wie sieht das dekodierende Funktional aus?
2. Wie wird das allgegenwartige Rauschen behandelt?
3. Wie wird die Signalverarbeitung biologisch implementiert?

4. Auf welche Art und Weise erlangt Xenopus die zur Dekodierung bendétigte
Information (den Schliissel)?

Da bisher keine Krallenfrosche mit Papier und Bleistift beobachtet wurden, die
verzweifelt versucht hiatten, den Transfermechanismus zu entratseln, miissen wir
davon ausgehen, daB der Schliissel entweder im Zuge eines Lernprozesses entsteht
oder genetisch angelegt ist.

4.2 Minimalmodell

Um diese Fragen zu beantworten mochte ich zunachst das Problem rein ma-
thematisch analysieren und Franosch et al. (2003) folgend ein Minimalmodell
erstellen, das in der Lage ist, die Beobachtungen aus Verhaltensexperimenten
zu erklaren. Dieses Vorgehen erscheint sinnvoll im Licht der schiitteren neurona-
natomischen und elektrophysiologischen Daten zu den entscheidenden Kernen,
insbesondere in der Medulla. Die Realisierung unter Beriicksichtigung der be-
kannten biologischen Tatsachen stoBt gewisse Erweiterungen dieses Modells an,
die in den folgenden Kapiteln diskutiert werden.

61



Kapitel 4. Mathematischer GrundriB des Modells o

4.2.1 Ubertragungsfunktion

Wie bereits erwahnt modellieren wir die Wasseroberflache im fiir uns interessan-
ten Amplitudenbereich (<0.3mm) als lineares, zeitinvariantes System (Lamb
1907). Daher kann die Antwort y;(t) des Systems am Ort des Organs ¢ auf eine
Anregung zP(t) an einem beliebigen Punkt der Wasseroberfldche p beschrieben

werden durch die Faltung des Eingangssignals mit der sogenannten Impulsant-
wort® hP(t)

oo

yi(t) = (WP % 2P) (1) — / WP (r) 2P (t — 7) dr | (4.1)

— 00

Man kann die Anregung 2P mit der Geschwindigkeit eines Erregerstempels mit
Radius 79 am Punkt p und damit der Normalgeschwindigkeit v, (po, t) des Was-
sers an dessen Rand identifizieren. Die uns interessierende Antwort y; des Systems
ist die Stromungsgeschwindigkeit des Wassers am jeweiligen Seitenlinienorgan.
Die Erregung ist in jedem Fall eines skalare GroBe*. Dagegen hat die Stromungs-
geschwindigkeit eigentlich vektoriellen Charakter, wobei jede Komponente ihre
eigene Impulsanwort besitzt. Bei der Ubertragung auf das Organ am Ort p; wird
jedoch auf dessen Vorzugsrichtung c; projiziert,

yi (t) = v(pit) - c (4.2)
leill = 1, (4.3)

so daB auch die Antwort skalar und die Impulsantwort eine Linearkombination
der Koponenten-Impulsantworten ist. Da nicht klar ist, welche Rolle die Rich-
tungsselektivitat der Organe spielt (vgl. Abschnitt 3.2.2), und sich zudem der
zu entwickelnde Formalismus als von der Wahl der Geschwindigkeitskomponente
unabhangig erweist, wollen wir annehmen, daB siamtliche Organe die Normal-
komponente der Strémung messen (c; = e,)

yi (1) = vz (piy 1) - (4.4)

3Die Antwort des Systems auf eine Anregung mit einem Dirac-Impuls 4(¢).
4Der Stempel bewegt sich ausschlieBlich senkrecht zur Wasseroberfliche.
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Die explizite Form der Impulsantwort AP ist uns noch unbekannt. Es soll im
folgenden

HP (w) = \/%7 /_ TP (1) et d (4.5)

die sog. Ubertragungsfunktion und Fourier-Transformierte von h? bezeichnen.
Fiir andere Funktionen der Zeit, insbesondere fiir zP und XP bzw. y; und Y}, gelte
eine entsprechende Konvention. Der Faltungssatz (Bronstein und Semendjajew
1984) liefert uns die Aussage, daB die Faltung (hY x zP) (¢) im Fourier-Raum
in ein einfaches Produkt der Fourier-Transformierten HP (w) XP (w) tberfiihrt
wird. Damit lautet Gleichung (4.1) in der Frequenz-Doméne

Yi(w) = HY (w) XP (w) - (4.6)

Die Ubertragungsfunktion gibt also die Antwort des Systems auf zeitharmonische
Erregungen bei der jeweiligen Frequenz an. Aus Kapitel 2 kennen wir fiir den Fall
einer zylindersymmetrischen, zeitharmonischen Anregung Gleichung (2.111), die
es uns erlaubt die Normalkomponente der Stromungsgeschwindigkeit an beliebi-
gen Punkten des Wasservolumens zu berechnen, so auch bei p; in einer Tiefe z;
und Entfernung r; := ||p; — p|| vom Zentrum des Erregerstempels oder bei py
irgendwo an dessen Rand (Entfernung o vom Zentrum, Tiefe 0)

2 .
v, (Pi,t) = k®(y/ — exXP [kzz - % + i (kr; — wt)} (4.7)

v, (po,t) = k&

2 To .
. exp [—; +i (kro — wt)} : (4.8)

Fiir deren Maximalamplituden, d.h. die Fourier-Komponenten V, (p;,w) und
V. (po,w), ergibt sich dann

V. (pi,w) = ﬁ/% exp [kzi _nhiTTh + ik (r; — 7’0)1 V. (pPo,w) . (4.9)

K

|dentifiziert man die linke Seite dieser Gleichung mit Y; (w) und V, (po,w) mit
der Erregung XP (w), so ist die Frage nach der Ubertragungsfunktion gelost. Sie
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Abbildung 4.1: Betrag der Ubertragungsfunktion ‘Hlp‘ in Abhangigkeit von f =
w/2m bei einer Entfernung von Quelle zu Organ von 8 cm ohne Beriicksichtigung
der Kérperdampfung.

lautet unter den im Abschnitt 2.4 gemachten Einschrankungen

HP (w) = \/§DA¢ exp [k: (W) 2z — D0k (W) (ri—mo)| . | (4.10)

K (w)

Der gegeniiber Gleichung (4.9) zusdtzliche Faktor Da, tragt der Dampfung
durch den Froschkdrper Rechnung (vgl. Abschnitt 3.1.1). Ist Ay der Winkel,
der von der Richtung des Seitenlinienorgans und jener der Wellenquelle, mit dem
Zentrum des Frosches als Bezugspunkt fiir beide, gebildet wird, so lautet eine
mogliche Form (Franosch et al. 2003)

Dp, = 10721890 (4.11)

welche die von Elepfandt und Wiedemer (1987) gemessene Schwachung um bis
zu 40 dB beschreibt.

Aufgrund der Linearitdt des Systems ergibt die Systemantwort fiir mehrere
Quellen XP an unterschiedlichen Orten p = pi,...,p, als Summe der Ein-
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Abbildung 4.2: Impulsantwort A fiir die Situation aus Abb. 4.1. Man beachte
die geringe Nichtkausalitit, hP(¢) # 0 fiir t < 0. Der Grund hierfiir ist, daB
h? als Fourier-Riicktransformation einer genaherten Ubertragungsfunktion be-
rechnet wird. Man kann also kaum erwarten, daB das Ergebnis exakt der sehr
wohl kausalen wirklichen Impulsantwort entspricht. Wie erwartet erreichen ho-
he Frequenzen das Organ zu einem sehr frithen Zeitpunkt und stark gedampft.
Auch sehr niedere Frequenzen (< 5Hz) breiten sich schnell aus (vgl. Abb. 2.2),
wahrend Frequenzen im Bereich der minimalen Gruppengeschwindigkeit (um
6,4 Hz) zuletzt ankommen.

zelantworten

Yi(w) =) HP(w)XP(w) . (4.12)

Die Impulsantwort, die sich als Riicktransformation der genaherten Transferfunk-
tion (4.10) ergibt ist notwendig reell, da HP(w) = HP*(w), wobei die komplex
Konjugierte zu H} (w) bezeichnet. Alle weiteren linearen Effekte, die von uns
hier nicht beriicksichtigt wurden, kdnnen einfach in das Modell integriert wer-
den, indem man die Transferfunktion entsprechend anpaBt.

4.2.2 Signalerzeugung

Wir nehmen an, daB sowohl die Erzeugung des Eingangssignals wie auch des
Rauschens, mit dem die MeBwerte behaftet sind, voneinander statistisch un-
abhangige, stationare und reelle Normalprozesse mit Mittelwert Null sind. Zu
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deren Eigenschaften siehe Papoulis (1991). Betrachten wir als Beispiel das Si-
gnal zP(t). Ein solcher ProzeB erfiillt folgende Kriterien:

1. Die kombinierte Wahrscheinlichkeitsverteilung p [2P(ty), ..., 2P(ty)] fiir
alle t1,...,txy und N ist eine N-dimensionale Normalverteilung. Der Pro-
zeB wird daher vollstandig beschrieben durch den Mittelwert (zP(t)) = 0
und die Kovarianzen (zP(t) zP(t + 7)).

2. Fiir einen beliebigen stationdren ProzeB sind Mittelwerte (xP(¢)) und Ko-
varianzen (xP(t) 2P (t+7)) nicht betroffen von einer globalen Zeitverschie-
bung t — t+At, 7 — 74+ At. Fiir einen Normal-ProzeB gilt dies fiir samtli-
che Momente; er ist im engen Sinne stationar. Fiir die Frequenzkomponen-
ten der Fourier-Transformierten gilt dann wechselseitige Unabhangigkeit
der Momente, insbesondere der Kovarianzen

(XP(w1) XP*(w2)) = 0wy — we)| XP(wy)]? . (4.13)

Fiir reele Prozesse wie die unseren gilt die Unabhangigkeit auch fiir die
Real- und Imaginarteile von XP. Die Phasen sind homogen verteilt, die
Betrage normalverteilt. Die Varianz dieser Normalverteilung bei Frequenz
w ergibt sich als die Fourier-Transformierte der mittleren Autokorrelation

o (w)? = % / < / WP (t) 2P (t + 7) dr> et dt (4.14)

3. Die Zufallsvariablen xP(t) fiir die Signalgenerierung und n;(7) fiir das Rau-
schen sind paarweise statistisch unabhangig fiir alle ¢, 7 und 7, wobei letz-
terer Index das Organ identifiziert, an dem das Rauschen auftritt. Das
mittlere Leistungsspektrum des Rauschens sei mit o, (w)? bezeichnet. Wir
werden weder dem Rauschen noch dem Stimulus eine Dimension zuwei-
sen. Da unser System durchgingig linear ist, gilt das fiir dimensionslose
GroBen Gesagte auch fiir ein reales Problem mit dimensionsbehafteten
GroBen. Wenn von einer Anregung zP(t) = 1 die Rede ist, so sehe man
dies als Angabe in Einheiten, die der typischen Starke solcher Anregungen
angemessen ist.
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4.2.3 Wellenform-Schatzer fiir Einzelpunkte

Wie Eingangs dieses Kapitels ausgefiihrt ist die Rekonstruktion der Wellenform
an der Quelle aus den MeBwerten an den Seitenlinienorganen eine Moglichkeit,
das Verhalten von Xenopus zu erkldaren. Um diese Aufgabe unter verrauschten
Umweltbedingungen moglichst gut zu bewaltigen eignet sich die Methode der
maximierten sog. Wahrscheinlichkeit a posteriori (Van der Waerden 1969). Diese
erlaubt es, einen Schatzwert zP(t) fiir die urspriingliche Wellenform 2P(t) zu
konstruieren, der unter der MaBgabe der MeBwerte y; (%), ..., yn,(t) die hochste
Wahrscheinlichkeit aufweist (vgl. Anhang B.1), wobei N, die Zahl der Organe
kennzeichne.

Unter den Annahme von stochastischen Prozessen wie im Abschnitt 4.2.2 ein-
gefiihrt entspricht die Maximierung dieser a posteriori-Wahrscheinlichkeit einer
Minimierung des Erwartungswertes F der quadratischen Abweichung € unserer
Rekonstruktion von der Wellenform fiir einen einzelnen Rekonstruktionspunkt®

Beim (o) = < / [0 (1) — P (t)fdt> (4.15)

Eine solche Rekonstruktion |48t sich gewinnen als Summe von Faltungen der
Signale y; mit Riicktransferfunktionen s?

OEDPCEIDION (4.16)

%

wie in Anhang B.1 gezeigt. Diese bilden unsere Modellparameter beziiglich derer
E. minimiert werden soll. Die korrekten Riicktransferfunktionen erhalten wir also

durch Losen der Gleichung
0 Es

p
0s;

=0, (4.17)

Einsetzen von Gleichung (4.16) und Ausfiihren der Funktionalableitung ergibt

</2 [Z (sP % ;) (1) — xp(t)] y; (t—7) dt> =0 (4.18)

%

5Dieses Modell werde ich als Einzelpunktmodell bezeichnen und den Fehler mit einem Index
s (engl. single point model) kennzeichnen
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unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Ableitung als lineare Operation mit
der Mittelwertbildung vertauscht, ebenso wie die im nachsten Schritt anstehende
Fourier-Transformation bzgl. 7, die ein Stiick Ubersichtlichkeit wiederherstellt. Im
weiteren Verlauf dieses Abschnitts treten die Funktionen stets im Fourier-Raum
auf und besitzen alle das gleiche Argument w, welches ich der Ubersichtlichkeit
halber nicht explizit angebe

<Z SPYY; — Xij*> =0 (4.19)

Die GroBe Y}" steht dabei fiir die komplex Konjugierte von Y}, was entsprechend
fiir alle anderen komplexen GréBen gelten soll. Das Signal am Organ ergibt sich
als

Y, = HPXP + N; | (4.20)

dem lIdealsignal und Rauschen, das durch NN; beschrieben wird. Dieses Rauschen
kann sowohl extern durch andere Wellenquellen wie auch intern durch den Zu-
fallsmechanismus der Spike-Erzeugung in den Afferenzen erzeugt werden. Wir
wollen voraussetzen, daB die N; auch untereinander statistisch unabhangig sind.
Ansonsten besitzen sie die im Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Eigenschaften. Es
gilt insbesondere fiir die Kovarianzen

(XP?) = o2 (4.21)
(NXP) = 0 (4.22)
(NIN;) = 6,07 . (4.23)

Wir setzen Gleichung (4.20) in Gleichung (4.19) ein und benutzen die Unab-
hangigkeitsannahmen, um die Erwartungswerte zu berechnen. Mit der Definition
0 = 0, /0, erhdlt man

P (IXPP) = 7 [ HPHP (IXP[) + HP (XPN;)

+ HY (XP'N) + (N;N; ) | (4.24)
HY = ) [HP'HP +4;0%] SP (4.25)

i
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Wie sich durch Einsetzen leicht zeigen 13Bt, wird dieses Gleichungssystem gelost
durch

o HP
Si 5 : (4.26)
> [ HY "+ 0

ein Resultat das man auch erhilt, wenn man mit unseren Annahmen iiber die Si-
gnalerzeugung den optimalen Bayesschen Schatzer ermittelt, wie in Anhang B.1
erliutert wird. Beispiele fiir die Fourier-Riicktransformierten® dieser Riickiiber-
tragungsfunktionen sind in Abb. 4.4 auf Seite 71 gezeigt.

4.2.4 Leistungsfihigkeit des Einzelpunktmodells

Das obige Modell wurde entwickelt um, unter Voraussetzung eines gewissen
Modells fiir Signal- und Rauscherzeugung, namlich fiir die Normalprozesse aus
Abschnitt 4.2.2, eine optimale Rekonstruktion zu gewahrleisten. Das Ergebnis ist
ein optimaler Wiener-Filter (Press et al. 1992), definiert durch die Gleichungen
(4.16) und (4.26). Beispiele der Leistung unseres Filters zeigt Abb. 4.5.

Ich beschranke mich hier auf die Diskussion der Richtungslokalisation, da
diese experimentell vergleichsweise gut untersucht ist. Die Rekonstruktionsposi-
tionen p werden sich also grundsatzlich auf einem Kreis um Xenopus befinden
(Abb. 4.3). Arbeitet man mit normierten Transferfuntionen, so ist auch Entfer-
nungsbestimmung iiber die Rekonstruktionsnorm moglich (Franosch et al. 2004).

Obwohl unser Modell auf die Rekonstruktionsaufgabe optimiert ist, ist es
bereits mit diesen Gleichungen moglich, auch eine nach dem Ort aufgeloste Wel-
lenformrekonstruktion zu erlangen. In der Tat fallt die Norm der Rekonstruktion
|2P|| = [ &P (¢)*dt bei verschieden angenommenen Winkeln der Quelle ¢, immer
dann maximal aus, wenn dieser dem tatsachlichen Winkel entspricht, unter dem
die Quelle sich befindet. Dies beruht auf der Neigung des Bayesschen Schatzers
inkoharente Information als Rauschen zu klassifizieren. Da ein falscher angenom-
mener Winkel die erwarteten Phasenlagen der Signale an den einzelnen Organen
gegeneinander verschiebt, widerspricht sich fiir diesen Fall ein Teil der verfiigba-
ren Information und damit auch ein Teil der Signalleistung. Dieser Anteil wird

5lm folgenden werde ich Funtionen dieser Art, ob im Zeit- oder Frequenzraum, als Riick-
transferfunktionen bezeichnen.
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bei der Rekonstruktion ignoriert und sein Fehlen ist der Grund fiir die verringerte
Rekonstruktionsnorm.

Eine Karte von Neuronen, deren Membranpotentiale nach den Gleichungen
(4.16, 4.26) von y; abhangen, ist in der Lage, zwei gleichzeitig gebotene Reize mit
ausreichendem Winkelabstand anhand der Rekonstruktionsnorm zu trennen, und
beim jeweils korrekt angenommenen Winkel eine zufriedenstellende Rekonstruk-
tion der dort vorhandenen Wellenform zu liefern. Der notwendige Winkelabstand
ist dabei von der Frequenz abhangig. Er betragt ca. 60° bei unter 10Hz und
ca. 35° bei 15Hz (Franosch et al. 2004) und ist um ca. 15° geringer, falls die
Frequenzen um mehr als 1Hz auseinanderliegen. Ein Beispiel zeigt Abb. 4.6.
Fiir eine tiefergehende Analyse der Eigenschaften dieses Ansatzes verweise ich
auf Sobotka (2002). Die mittlere Signalstarke wird im folgenden, falls nicht ex-
plizit anders angegeben, stets der des normalen Teststimulus, einer Sinuswelle
mit normierter Amplitude Ay = 1 entsprechen, d.h. es gilt o, = \/m Beim
gewohnlichen Rauschniveau o, = 0.1 ergibt sich o ~ 0.141.

S

Abbildung 4.3: Geometrie des Xenopus-Modells. 180 Organe (nicht alle gezeigt)
sind auf einem inneren Kreis von 2cm Radius dquidistant verteilt und werden
durch den Winkel ¢; identifiziert. Die Zahl der Rekontruktionspositionen IV,
entspricht nicht notwendig der Zahl N, der Organe. Die ersteren befinden sich
auf einem weiteren Kreis mit Radius 10cm und werden iiber ¢, identifiziert.
Die genaue Anordnung der Organe beeinfluBt die Fahigkeiten des Modells kaum
(Franosch et al. 2003).
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s? 0.0
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Abbildung 4.4: Riicktransferfunktionen sP(t) nach Gleichung (4.26) ohne

(2
Beriicksichtigung der Dampfung durch den Froschkorper. Grundlage ist die in
Abb. 4.3 gezeigte Geometrie (¢p = 0, ; = 0°,90°,180°). Anschaulich gespro-
chen geben diese Funktionen an, welcher Signalanteil rekonstruiert wird, falls
das zugehdrige Organ einen §-Puls rekonstruiert miBt.

4.3 Gesamtfeldrekonstruktion

Das eben dargestellte Modell, basierend auf der punktweisen Minimierung des
quadratischen Fehlers, erfiillt grundsatzlich die Anforderungen, die wir aufgrund
der Daten iiber das Verhalten von Xenopus stellen miissen. Es lieBe sich auch
neuronal implementieren (Sobotka 2002; Franosch et al. 2003). Der dafiir not-
wendige LernprozeB verlangt allerdings einen Mechanismus, der die Lernfahigkeit
gewisser Synapsen abhdngig von der Reizsituation ein- und auszuschalten ver-
mag (Abschnitte 5.1.2 und 6.2.3). Durch einen etwas anderen Ansatz kommt
man auch ohne diese Annahme aus.

4.3.1 Ricktransferfunktionen

Der minimierte Fehler nach Gleichung (4.15) stellt sicher, daB fiir den Fall einer
einzigen Anregung diese optimal wiedergegeben wird. Betrachten wir nun den
Fall, daB gleichzeitig Quellen an verschiedenen Punkten vorhanden sind und von
allen diesen Quellen gleichzeitig eine optimale Rekonstruktion erreicht werden
soll. Es sei P die (endliche) Menge der Punkte p an der Wasseroberflache fiir
die eine Wellenformrekonstruktion erstellt wird.
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Abbildung 4.5: Nach Gleichung (4.16) berechnete Rekonstruktionen P (rote
Linien) zweier Stimuli 2P (schwarze, gestrichelte Linien), namlich einer Sinus-
schwingung von 18 Hz (oben) und eines natiirlichen Beutereizes nach Bleckmann
(1994) (unten). Abgesehen von leichtem Rauschen gelingt die Rekonstruktion in
beiden Fillen ausgezeichnet. Die Geometrie folgt dem in Abb. 4.3 vorgestellten
Standard (pp = 0°, 0, = 0.1).

Wir definieren auBerdem den Gesamtfeldfehler” e und seinen Erwartungswert

Eff = Eff <Z/ —.Z‘p )]2dt> . (427)

Das Verfahren zur Minimierung dieses Ausdrucks ist dasselbe wie in Abschnitt
4.2.3. Erneut nehmen wir an, daB ZP sich als lineares Funktional der Signale y;

"Der Index ff leitet sich von engl. full-field model her.
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Abbildung 4.6: Karte von Normen ||ZP|| fiir ein Modell nach Gleichung (4.26)
(0 = 0.141, o, = 0.1) und 72 unterschiedliche angenommene Winkel ¢p. Es
befinden sich zwei Quellen mit 17Hz und 18 Hz bei ¢, = —45° bzw. ¢, =
45°. Die Maxima an diesen Stellen sind ausgeprigt, und die Rekonstruktionen
(rote Linien in den Einsatzen) entsprechen der jeweiligen Anregung (schwarze
gestrichelte Linien).

ergibt

P = Z sPxy; (4.28)
wie in Anhang B.2 bewiesen wird, und wir suchen nach einem Satz Modellpara-
meter 55’, fiir den

1
(5sj

=0. (4.29)

Die ausgefiihrte Funktionalableitung® entspricht Gleichung (4.19), im Fourier-

Raum also
<Z SPY;Y — XPY;> =0. (4.30)

Der entscheidende Unterschied ergibt sich erst dadurch, daB nun die Signale
an den Organen nicht mehr durch eine sich ausbreitende Einzelwelle ausgelost
werden, sondern vielmehr Uberlagerungen aller durch die Quellen 9 mit q € P
ausglosten Einzelwellen darstellen. Im Gegensatz zu Gleichung (4.20) gilt also

8 Aquivalent dazu werde ich gelegentlich den Begriff verallgemeinerter Gradient benutzen.
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hier fiir das Signal am Organ i

Y=Y HIXV+N; . (4.31)

q

Um Y; auch bei sehr vielen Quellen im realistischen Rahmen zu halten, wollen wir
die gesamte Anregungsstarke gegeniiber dem Einzelpunktmodell konstant halten.
AuBerdem erweitern wir die Annahmen iiber die statistische Unabhangigkeit um
jene der Quellen % und erhalten so zusatzlich zu (4.21) und (4.22)

(XPXY) =g 0%, > o =02 (4.32)
P

Dies erscheint plausibel, solange ||p — ql| groB genug ist, damit die Anregungen
nicht etwa vom selben Objekt auf der Wasseroberflache stammen und somit
gekoppelt sind.

SchlieBlich definieren wir ”

oP = o7 (4.33)

Durch Einsetzen von Gleichung (4.31) in Gleichung (4.30) erhdlt man

Somr (xexe) = 3 [Z HY*HE (XPX9) + 3" HP(XN;)
p’ i Lpda q

+> HY™ <Xp'*NZ-> + (NZ-N;.‘>] SP(4.34)
>

und unter Benutzung der Unanbhangigkeitsbeziehungen zur Auswertung der Ko-
varianzen das Gleichungssystem

> [Z H¥HE + ap%sij] SP = H (4.35)

i a

das die gesuchten Losungen S? festlegt.

Es fallt auf, daB die Koeffizienten auf der linken Seite von Gleichung (4.35)
gegeniiber Gleichung (4.25) Korrekturen um die Terme H;"H mit q # p
enthalt. VergroBert man die Anzahl N, der Rekonstruktionspunkte in P, verliert
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innerhalb der Summe der Beitrag fiir q = p relativ an Bedeutung. Die Deter-
minante der Koeffizientenmatrix wachst an und entsprechend verringert sich die
Stirke der Filter®, besonders dann, wenn an vielen Punkten p innerhalb eines
engen Bereichs gleichzeitig rekonstruiert werden soll, da die Beitrage fiir all diese
Positionen sehr dahnliche Phasen haben.

Das relative Rauschniveau oP? skaliert mit N, unter der Voraussetzung, daB
jede Position bei gleicher Gesamtanregung die gleiche mittlere Signalstirke oP?
aufweist. Hieran wird deutlich, daB man die verbesserte Ortsauflosung gegen
ein hoheres relatives Rauschniveau in der Rekonstruktion eintauscht. Das An-
wachsen von oP? wird zwar etwas abgemildert, da bei simultaner Anregung im
Einzelpunktmodell ein Teil der Signalstarke am Organ als Rauschen klassifiziert
wurde, der im Gesamtfeldmodell nicht ldnger zu 02 beitragt. Trotzdem erwartet
man eine Rekonstruktionen mit gegeniiber dem Einzelpunktmodell verringerter
Amplitude.

4.3.2 Gesamtfeld-Modell in der Praxis

Die Leistungsfahigkeit dieses Modells ist insbesondere in zwei Punkten von Inter-
esse. Die goldene Seite der Medaille ist, daB die Auflosung der Karte verbessert
ist. In Abb. 4.7 ist eine nach dem Gesamtfeldmodell berechnete Karte gezeigt.
Die Peaks in der Rekonstruktionsnorm sind im Vergleich zu jenen fiir das Ein-
zelpunktmodell (Abb. 4.6) sehr scharf, da die Minimierung des globalen Fehlers
nach Gleichung (4.27) auBer einer moglichst guten Rekonstruktion der Anre-
gung, die von der Quelle ausgeht, zusitzlich eine moglichst gute Rekonstruktion
der ,Nullanregung™ an allen anderen Rekonstruktionspositionen verlangt.

Die verringerte Bedeutung einer moglichst exakten Rekonstruktion an jenen
Punkten, an welchen sich tatsdchlich eine Quelle befindet, ist allerdings auch
direkt veratwortlich fiir die Schattenseite dieses Ansatzes. Die Gesamtfeldrekon-
struktion fallt in ihrer Intensitat allgmein stark verringert aus gegeniiber jener
der wahren Anregung. Entsprechend fallt das Rauschen in der Rekonstruktion
starker ins Gewicht als im Einzelpunktmodell. Einen Vergleich der Rekonstruk-
tionen durch beide Modelle fiir zwei verschiedene Rauschstufen zeigen Abb. 4.8
und Abb. 4.9. ZusammengefaBt muB man feststellen, daB, da sowohl Orts- als

9Die Filter ergeben aus dem Produkt der invertierten Koeffizientenmatrix mit dem Vektor,
der durch die rechten Seite von Gleichung (4.35) gebildet wird.

75



Kapitel 4. Mathematischer GrundriB des Modells

035 T ] T T ] I . ' I
0.30r
_0.25[
(||| F Ly
0.20+
0.15r

010 | | | | |
-180 -90 0 90 180

Stimulus angle ?, (deg)

0.16

A
17l i

0.12-

0.10r-

-180 -90 0 90 180
Stimulus angle ?, (deg)

Abbildung 4.7: Karten von Rekonstruktionsnormen wie in Abb. 4.6 fiir 72 (oben)
und 180 (unten) Rekonstruktionspositionen erstellt mit Riicktransferfunktionen,
wie sie durch Gleichung (4.35) fiir das Gesamtfeldmodell (0P = 0.141) vorge-
geben sind. Die Normen ||ZP|| bei ¢p = —45° und ¢p = 45° fallen wesentlich
geringer aus als im Einzelpunktmodell und die Rekonstruktionen (siehe Einsatze)
sind relativ stark verrauscht. Wie erwartet, sind die Rekonstruktionen im Modell
mit 180 Positionen geschwacht gegeniiber dem Fall mit nur 72 Positionen. Die
Frequenzen von 17 bzw. 18 Hz werden in beiden Fillen korrekt rekonstruiert
und die Ortsauflosung ist extrem scharf, verbessert sich aber durch VergréBern
von N, kaum mehr. Das Verhaltnis von Peak zur Basis betragt nur ca. 2:1 im
Gegensatz zum Einzelpunktmodell, bei dem ein Verhiltnis von etwa 4:1 erreicht
wird.
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Abbildung 4.8: Vergleich der Rekonstruktionen (rote Linien) eines 18 Hz Sti-
mulus (schwarze, gestrichelte Linien) durch ein Einzelpunktmodell (oben) und
ein Gesamtfeldmodell (unten) bei einer Standardabweichung des Rauschens von
on = 0.1. Der Rauschparameter o bzw. oP betragt fiir beide Modelle 0.141.
Beide Rekonstruktionen geben die Frequenz korrekt wieder. Das Gesamtfeldmo-
dell unterschitzt die Intensitat des Stimulus. V.a. im Verhiltnis von Signal zu
Rauschen schneidet das Gesamtfeldmodell daher bedeutend schlechter ab.

auch Wellenformanalyse in einem Kanal geschehen, man die verbesserte Ana-
lyse der einen GroBe eintauscht gegen eine Verschlechterung der anderen. Da
es uns aber unbenommen ist, die vorhandene Information zu kopieren'® und in
verschiedenen Kanalen nach unterschiedlichen Gesichtspunkten zu untersuchen,
bote es sich an, im ersten Verarbeitungsschritt, den wir hier untersuchen, eine
KompromiBlosung zu suchen, wie sie in Abschnitt 5.2 vorgeschlagen wird, um
dann auf getrennten Pfaden die Information iiber das ,,Was" und ,, Wo" weiter-
zuanalysieren und in eine Reaktion umzusetzen.

10Die klassische Physik kennt gliicklicherweise kein no-cloning-theorem.
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Abbildung 4.9: Darstellung wie in Abb. 4.8 bei erhéhtem Rauschniveau o, =
0.3. Wahrend in der Rekonstruktion des Einzelpunktmodells auch mit bloBem
Auge noch immer die sinusformige Anregung von 18 Hz zu identifizieren ist, fallt
dies beim Gesamtfeldmodell zunehmend schwer.
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Lernprozesse

Nachdem wir nun eine Vorstellung davon entwickelt haben, welche Berechnungen
angestellt werden konnten, um die beobachteten Ergebnisse zu erzielen, stellt sich
die Frage, wie Xenopus die dazu notwendige Information, die explizite Form der
Riicktransferfunktionen s?, erlangt.

5.1 Algorithmus

Das neurologische Korrelat der Riicktransferfuntionen sind, wie im Kapitel 6 ge-
zeigt wird, Synapsen mit genau abgestimmten Verzdgerungszeiten und Starken.
Nun ware es naiv gedacht moglich, daB diese Verzogerungen und Synapsenstar-
ken bereits in den Erbanlagen der Frosche kodiert vorliegen, und die sensorische
Verarbeitung nach diesem Bauplan angelegt wird. Allein die schiere Menge an
Information, die v.a. das genaue Timing der Verzégerungen verlangt, macht aus
dieser prinzipiellen Moglichkeit sehr schnell eine faktische Unméglichkeit (vgl. da-
zu auch Sobotka (2002), Abschnitt 4.2.4).

5.1.1 Gradientenabstieg

Aus dem vorangegangenen Kapitel sind uns bereits die Fehlerfunktionen aus
Gleichung (4.15) fiir das Einzelpunktmodell sowie Gleichung (4.27) fiir das Ge-
samtfeldmodell bekannt. Es sei hier nochmals betont, daB es sich dabei um Er-
wartungswerte handelt. Ein Lernprozess sollte die Modellparameter s sukzessive
so einstellen, daB die jeweilige Fehlerfunktion minimiert wird. Beide sind quadra-
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tisch in den Modellparametern sP und divergieren gegen +oo fiir [sP(¢)| — oo, so
daB nur ein globales Minimum vorhanden ist. Der Gradientenabstieg ist ein ein-
faches Verfahren, das es erlaubt, dieses Minimum in einem Online-Lernverfahren
zu bestimmen, in dem nur die nicht gemittelten und lber einen gewissen Zeit-
raum integrierten Abweichungen ¢ bzw. € zur Verfligung stehen. ¢ stehe im
folgenden fiir eine beliebige dieser beiden Abweichungen.

Es werden nun in jedem Lernschritt die s mit einer bestimmten (kleinen)
Schrittweite n in die Richtung des steilsten Abfalls der Fehlerfunktion, d.h. in
Richtung des negativen Gradienten, angepaBt

_, 0
M5eP

7

As} = (5.1)
Wird 7 klein genug gewahlt, um s? als adiabatische Variable ansehen zu kénnen,
konvergiert dieses Verfahren gegen einen Zustand, in welchem der Erwartungs-
wert von As? verschwindet, was aufgrund der Linearitat der Ableitung einer
Minimierung des iiber das Ensemble moglicher Lernsituationen gemittelten Feh-

lers gleichkommt,
d(€) Wy

Nach Ausfiihren der Ableitung ergibt sich fiir beide Fehler der selbe Ausdruck,
was entsprechend auch fiir As? und fiir die Fouriertransformierte

ASP = —2p (Z SPY,Y; — XPY;) (5.3)

J

gilt. Entscheidend fiir das erlernte Modell ist daher nur, wie das Ensemble mogli-
cher Lernsituationen aussieht.

In Gleichung (5.3) wird ein wichtiger Punkt des angedachten Lernprozesses
deutlich. Ohne Kenntnis der wahren Wellenform zP bzw. XP oder einer wei-
teren (wenigstens naherungsweise) als Faltung derselben darstellbaren Funktion
namlich kann der verallgemeinerte Gradient und somit auch die notwendige An-
passung (5.3) nicht berechnet werden. Ich méochte diese Problematik fiir den
Moment jedoch zuriickstellen, um sie im Rahmen der neuronalen Implementie-
rung im Abschnitt 6.2.3 zu diskutieren.
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Ein weiterer Punkt betrifft die Wahl des Lernverfahrens. Das Problem ist
fir eine Minimierung durch Gradientenabstieg schlecht konditioniert (siehe An-
hang C.3). Daher ist die erreichte Konvergenzgeschwindigkeit vergleichsweise
klein. Trotzdem stellt dieses Verfahren die einzige! Méglichkeit dar, aus den sto-
chastisch variierenden Fehlern ¢ oder ¢ zu lernen. AuBerdem 13Bt es sich unter
Verwendung bekannter neuronaler Lernmechanismen implementieren (Abschnitt

6.2).

5.1.2 Einzelpunktmodell

Wie fiihren die Lernprozesse zu unterschiedlichen Ergebnissen, obwohl fiir beide
Modelle Gleichung (5.2) gleichermaBen giiltig ist? Da sie Gleichung (4.17) ent-
spricht, sollte das Ergebnis des Lernprozesses tatsachlich der analytischen Losung
des Einzelpunktmodells entsprechen. Bei dessen Ableitung hatten wir allerdings
Annahmen iiber die Art des Rauschens sowie der Signale gemacht. Dazu be-
trachten wir nocheinmal die Erzeugung der Signale an den Seitenlinienorganen
im Einzelpunktmodell

Y, = HPXP + N; | (4.20)

Wir sind davon ausgegangen, daB Y; stets von einer Quelle am Rekonstruk-
tionspunkt XP erzeugt und anschlieBend mit Rauschen N; versehen wird, das
statistisch unabhangig ist, sowohl von der Quelle als auch von NN; an anderen
Organen j # . Um eine Einheit zu trainieren, die eine Wellenforrekonstruktion
mit Riicktransferfunktionen nach Gleichung (4.26) bewerkstelligt, muB Y; diese
Bedingungen wahrend des gesamten Lernprozesses erfiillen.

Das heiBt insbesondere, daB nicht gelernt werden darf, falls sich eine weitere
Quelle X2 an einer anderen Position q # p der Wasseroberflache befindet. Man
konnte zwar deren Anteil an Y; formal dem Rauschen zuschlagen,

Y; = HPXP + N/ mit N/ =HIX%+ N, (5.4)

“Wenn hier kategorisch vom einzigen Verfahren gesprochen wird, so schlieBt dies auch Vari-

anten des Gradientenabstiegs ein, etwa das Einfiihren eines Impulsterms in ASP, der den Gradi-

1
enten im vorangegangenen Lernschritt beriicksichtigt, um ein Zickzack-Laufen (vgl. Abb. C.1)

des Prozesses zu verhindern.
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verliert damit aber die statistische Unabhangigkeit des Rauschens an unterschied-
lichen Organen, da

(N/NJ*) = HYH (X9XY) + o7 . (5.5)

Nehmen wir an, daB Xenopus Einheiten (Nervenzellen mit je einer Gruppe von
Synapsen) besitzt, die anhand von zufillig tiber die Wasseroberflache verteilten
Stimuli lernen, fiir je eine spezifische Position p die Wellenform zu rekonstruieren.
Dann darf, um das Einzelpunktmodell zu realisieren, die Lernfahigkeit einer Ein-
heit fiir Position p nur aktiv sein, wenn sich die einzige Quelle auf der gesamten
Wasseroberflache bei p befindet.

Eine Karte von richtungsselektiven Einheiten, wie im Abschnitt 4.2.3 fiir das
Einzelpunktmodell vorgestellt, 1aBt sich in folgendem simulierten Lernprozess ent-
wickeln: In jedem Lernschritt wird an einem zufallig ausgewahlten Punkt p € P
eine Anregung xP von ca. 2s Dauer erzeugt. Es kann sich dabei um farbiges,
gauBisches Rauschen handeln, wie wir es bei der Ableitung der Modelle angenom-
men hatten; die erlernten s? sind vom genauen stochastischen ProzeB allerdings
unabhingig?, solange die Annahmen (4.21-4.23) beziiglich der Kovarianzen gel-
ten. Was allerdings sehr wohl EinfluB auf die Form der Riicktransferfunktionen
hat ist die mittlere spektrale Leistungsdichte des Signals o, (w)* = <|Xp(w)|2>,
die wir von p unabhangig anehmen wollen.

Die erzeugte Welle wird zu den Seitenlinienorganen propagiert, und es wird
Rauschen® mit mittlerer Leistungsdichte o,,(w)? addiert, um Y; in der Form von
Gleichung (4.20) zu erhalten. SchlieBlich wird sP, nicht aber s mit q # p,
angepalBt, wie nach Gleichung (5.3) berechnet. Abb. 5.1 zeigt die Konvergenz
einer Riicktransferfunktion wahrend eines solchen Lernprozesses. Die angegebene
Zahl an Lernschritten bezieht sich auf jene Schritte, wahrend derer sich am
Rekonstruktionspunkt der betrachteten Einheit tatsachlich ein Stimulus befand,
und also tatsachlich gelernt wurde. Um ein Feld von NN, dieser Einheiten zu
lernen, ist also das NN,-fache dieser Zahl an Lernschritten vonnéten.

2Der Grund hierfiir ist die quadratische Fehlerfunktion und ihre Aquivalenz zu einem Bayes-
schen Schatzer mit der Annahme, daB Signal- und Rauschgenerierung stationdre Normalpro-
zesse sind.

3Auch hier gilt, daB der generierende stochastische ProzeB sich auf das erlernte Modell nur
iiber o2 auswirken kann.
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Abbildung 5.1: Ein LernprozeB (n = 3 -107°, o, = 0.1) wie fiir das Ein-
zelpunktmodell beschrieben fiihrt innerhalb einiger hundert Schritte zur Riick-
transferfunktion SZP, wie sie sich auch aus der direkten Berechnung nach Glei-
chung (4.26) ergibt. Das Input-Signal wird in einem simulierten NormalprozeB
erzeugt und besitzt eine frequenzabhingige mittlere Signalstarke o, wie im obe-
ren Graphen gezeigt. Das Spektrum orientiert sich an den Spektren natiirlicher
Stimuli, die geringe Frequenzanteile iiber 50 Hz besitzen (Bleckmann 1994). Der
untere der beiden Graphen zeigt die Konvergenz einer erlernten Riicktransfer-
funktion gegen die theoretisch berechnete fiir eine unterschiedliche Anzahl an
Lernschritten (siehe Legende). Bereits nach 25 Schritten entsprechen sich ge-
lernte und errechnete Funktion im Frequenzbereich bis ca. 30 Hz. Aufgrund der
Filtereigenschaften der Wasseroberfliche dauert die Konvergenz in den hohen
Frequenzbereichen deutlich langer. Eine nahere Erlauterung der Konvergenzpro-
blematik findet sich in Anhang C.3. Falls gewiinscht, I8t sich das Rauschen auf
den erlernten Funktionen durch Verringern der Lernschrittweite 7 unterdriicken.
Es gilt v; = ¢p = 0 (vgl. Abb. 4.3).
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5.1.3 Gesamtfeldmodell

Im Gegensatz zum Einzelpunktmodell ist sich eine Einheit fiir p im Gesamtfeld-
modell dessen ,,bewuBt", daB eine Quelle sich auch an Positionen q # p befinden
kann. Die Einheit lernt die Auswirkungen der Quellen z9 mit q # p in seiner
Rekonstruktion 2P moglichst gering zu halten, indem es wahrend der Lernphase
mit Signalen an den Organen in der Form von

Y=Y HIX%+N; (4.31)

q

konfrontiert wird.

Um dieses Modell zu erlernen, konnten wir natiirlich einfach an jeder Rekon-
struktionsposition Signale erzeugen, um dann nach Gleichung (5.3) die neuen
Riicktransferfunktionen zu berechnen. Nur entspricht dies kaum der natiirlichen
Situation, in der wohl nur sehr wenige, meist einzelne Wellenquellen vorhanden
sind, auBer vielleicht wahrend eines Regengusses.

Alternativ kann man analog zum Einzelpunktmodell mit einzelnen Quellen ar-
beiten, die mit der gleichen Wahrscheinlichkeit zuféllig an allen Positionen q € P
auftauchen konnen. Eine Einheit paBt jedoch im Unterschied zum im vorange-
gangenen Abschnitt beschriebenen Verfahren ihre Riicktransferfunktionen auch
dann an, wenn die Quelle eigentlich nicht in ihren ,, Zustandigkeitsbereich” um
p fallt — sie lernt, den EinfluB einer Quelle an dieser Position zu ignorieren, da
ja die Anpassung stets so erfolgt, daB XP niher an der Vorgabe XP liegt, und
da sich bei p nun einmal keine Quelle befindet, lautet diese XP = 0.

Es ergibt sich also Y; = H!X9 + N; dhnlich wie fiir das Einzelpunktmodell
nach Gleichung (4.20). Dieser Ausdruck gilt jedoch nunmehr fiir den LernprozeB
aller Einheiten, also auch fiir P 5 p # q. Die Mittelwertbildung iiber den Lern-
prozeB, d.h. iiber die Verteilungen moglicher Wellenformen und Platzierungen
der Quelle, soll durch die Notation (.. .), ausgedriickt werden. Von der fiir beide
Modelle gleichermaBen giiltigen Gleichung (5.2) ausgehend, in expliziter Form

> SP(YYT),, = (XPY)), =0, (5.6)
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ergibt sich

(X, = Y| (R HIXX, - AP (),

)

+ H" (XN, + (NN) | SP . (5.7)

Die Mischglieder (X9*N;)i, und (X9N5), verschwinden wegen der Unabha-
ngigkeit von Signal und Rauschen. (N;NN7),, verschwindet fiir das Rauschen an
unterschiedlichen Organen, fiir i = j ist es die mittlere spektrale Leistungsdichte
afL des Rauschens, und fiir die beiden verbleibenden Terme gilt, da die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftauchen des Signals an jedem Punkt q € P gleich groB,
namlich 1/N,, ist

* * ]' * 92
(HF XPXT) = w, HY*o? (5.8)
* * 1 * 2
(H HYXUXY) - = N, Y H¥Hio. (5.9)
q

Gleichung (5.7) ist wegen oP? = 02 /N, Gleichung (4.34) dquivalent und fiihrt
direkt auf das definierende Gleichungssystem des Gesamtdfeldmodells

> [Z H¥H + aP25ij] SP = HP" . (4.35)
i q

Es ist scheinbar irrelevant?, ob tatsichlich die Erregung an jedem Punkt iiber die
gesamte Lernphase als Rauschen mit konstanter mittlerer spektraler Leistungs-
dichte oP? erzeugt wird, oder ob nur den 1/N,-ten Teil der Zeit Erregung mit
einer mittleren Leistungsdichte o2 stattfindet.

Es sei allerdings daran erinnert, daB mit dem vorgeschlagenen LernprozeB
zwar (€)), = Eg gewahrleistet ist, die Mittelwertbildung jedoch iiber zwei sehr
unterschiedliche Arten von Lernschritten verlduft. Im GroBteil aller Falle erhdlt
eine Einheit p die Referenzeingabe Null, namlich dann wenn die Quelle sich bei
q # p befindet. Diese Lernschritte sind fiir die Summanden H'H" mit q # p

4Auch die Unfshigkeit zwischen diesen beiden Situationen zu unterscheiden folgt aus der
impliziten Annahme iiber die Art der Erregung, die im Zugrundelegen des Fehlers (4.27) steckt.
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auf der linken Seite von Gleichung (4.35) verantwortlich und schwéchen dem
Betrage nach die Filter dieser Einheit, da die Referenzeingabe in diesen Fallen
verschwindet und das Minimum von e folglich bei SP = 0 liegt. Im 1/N,-ten Teil
der Falle gilt jedoch q = p und die Filter bewegen sich in Richtung des Mini-
mums des Einzelpunktmodells. Da sie aufgrund der vorhergehenden Lernphasen
ohne Referenz sich weit vom Minimum dieses Fehlers entfernt haben, fillt der
Lernschritt vergleichsweise groB aus.

Grob gesprochen muB 7 so klein gewahlt werden, daB die Zahl der Lern-
schritte, die eine merkliche Anderung in SP bewirken, groB genug ist um zu
gewahrleisten, daB wahrend einer solchen ,Lernphase” die beiden fundamental
unterschiedlichen Lernsituationen ausreichend oft auftreten, um dem Mittelwert
Aussagekraft zu verleihen®.

Abb. 5.2 zeigt die Entwicklung einer Riicktransferfunktion wahrend des be-
schriebenen Lernprozesses. Der Lernschritt wurde mit n = 5 - 107 festgelegt.
Abb. 5.3 zeigt, daB dieser Lernschritt zwar einer einzelnen Einheit zu korrekten
Riicktransferfunktionen verhelfen kann, jedoch definitiv zu groB gewahlt ist, um
eine verlaBliche Karte zu erzeugen. Die Starken der Rekonstruktionen variieren
zu stark, abhangig davon, wann die Einheit zum letzten Mal einen Lernschritt
mit Referenzeingabe erlebt hat.

5.2 Referenzfenster

Beide prasentierten Modelle haben ihre Mangel. Das Gesamtfeldmodell geht sei-
nem Systemmodell nach davon aus, daB sich jederzeit beliebig viele (bis zu N,)
Erregungsquellen an der Wasseroberflache befinden konnen, was aber wohl nicht
der natiirlichen Situation entsprechen diirfte. Die Folge ist, wie im Abschnitt 4.3
erortert, daB die Qualitat der Rekonstruktionen leidet, insbesondere die Intensitat
wird stets unterschatzt.

Die Ortsauflosung des Einzelpunktmodells ist zwar derjenigen des Gesamt-
feldmodells unterlegen, jedoch durchaus in dem Rahmen, der durch die Verhal-
tenstests vorgegeben ist (Claas und Miinz 1996; Elepfandt 1982). Eine Alter-
native zu diesem Ansatz scheint aber wiinschenswert aufgrund des biologisch
schwer zu verwirklichenden Lernprozesses. Wir wollen also versuchen einen Lern-

5Das Gesetz der groBen Zahl muB anwendbar, Sf eine adiabatische Variable sein.
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Abbildung 5.2: Ein LernprozeB fiir ein Gesamtfeldmodell. Darstellung, mittlere
Signalstarke des Lerninputs o, (w) und Rauschstérke o, entsprechen Abb. 5.1.
Die FeldgroBe betragt N, = 72 Einheiten. Die theoretische Vorhersage mit
oP = /720 ergibt sich aus der Lésung von Gleichung (4.35). Die Amplitude
ist gegeniiber dem Einzelpunktmodell um bis zu 80 % geringer, wie nach dem
in Abschnitt 4.3.1 Gesagten erwartet. Es gilt n = 5-1075. Da ein Feld von
72 Einheiten gelernt wurde, entsprechen 10000 Schritte nur etwa 140 Schritten
je Einheit im Einzelpunktmodell. Die groBere Konvergenzgeschwindigkeit wird
eingetauscht gegen eine unzuverladssige Ortsauflosung (vgl. Abb. 5.3).

prozeB zu entwickeln, der einerseits einen Satz Filter erlernt, die besser angepalBt
sind an die natiirliche Reizsituation®, andererseits ohne Ein- und Ausschalten der
Lernfahigkeit auskommt.

Betrachten wir hierzu nocheinmal den Gesamtfeldfehler aus Gleichung (4.27),
reduziert auf die Lernsituation, daB stets nur eine Quelle vorhanden ist

By = <Z/[;&Q(t) — bep xp(t)]2dt> . (5.10)

Ip

Durch Zugrundelegen dieses Fehlers verlangen wir, daB, soweit dies mit li-
nearen Filtern moglich ist, die Rekonstruktion 2P moglichst exakt an der wahren
Wellenform 2P liegen soll, mit gleichem Gewicht aber sollen alle anderen Re-
konstruktionen x9 mit q # p moglichst geringfiigig von der ,,Nullanregung”
abweichen. Zur Losung der einfachen Lokalisierungsaufgabe ist es jedoch gar

6d.h. wenige Quellen an der Wasseroberfliche
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Abbildung 5.3: Karten von Rekonstruktionsnormen fiir das Gesamtfeldmodell
aus Abb. 5.2 (oben) nach 10000 Lernschritten und ein ebenfalls gelerntes Mo-
dell mit verringerter Lernschrittweite 7 = 4 - 10~7 (unten) nach 100000 Schrit-
ten. Das schneller erlernte Modell ist nicht zuverlassig; die erzeugte Karte stark
abhangig von der Realisierung des Lernprozesses. Die Rekonstruktionen dage-
gen zeigen kaum Rauschen, da o = \/720. Bei kleinerem Lernschritt verbessert
sich die Lokalisierung, allerdings entsprechen den 100000 Lernschritten im Mittel
etwa 1400 Schritte je Einheit. Damit benétigt das Erlernen eines funktionstiichti-
gen Gesamtfeldmodells deutlich mehr Zeit als fiir ein Einzelpunktmodell notig

ist.
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nicht notig, einen plotzlichen Sprung der Rekonstruktionsnorm zu verlangen. Es
geniigt eigentlich, wenn die Karte von Normen |z4|| ein deutliches Maximum
bei p = q aufweiBt, wie dies auch im Einzelpunktmodell der Fall ist.

Die Breite dieses Maximums ist nur dann von Bedeutung, wenn das Problem
in der Trennung zweier simultaner Wellenquellen besteht. Diese ist aber in reali-
ta maximal bis zu Winkelabstdnden von ca. 30° méglich (Elepfandt 1989). Wir
wollen daher in einem modifizierten Ansatz verlangen, daB die Rekonstruktion 74
einer fremden Quelle 2P bei einem Winkelabstand ¢(p) — ¢(q) des Rekonstruk-
tionspunktes g vom tatsachlichen Erregungsort p zwar noch dhneln darf, jedoch
geschwacht durch einen abstandsabhangigen Faktor F'. Dieses , Referenzfenster”
(WOR') F(p,q) ersetzt das fiir die iiberbetonte Ortsaufldsung verantwortliche
dgp in Gleichung (5.10). Man erhilt so den modifizierten Fehler

Ewor = <Z/ [29(t) — F(p, q) 2P (t)]” dt> : (5.11)

Ip

Wir haben, der Klarheit der Diskussion wegen, oben den Ausdruck fiir den Ge-
samtfeldfehler auf Einzelquellen reduziert. Im allgemeinen Fall mehrerer Quellen
P ware dieser Fehler zu ersetzen durch

Ewor = <Z/ [fq(ﬂ - ZF(I)7Q> xp(t)] dt> : (5.12)

Eine Moglichkeit fiir ein Referenzfenster in unserem reinen Richtungsortungspro-
blem ware eine GauB-Funktion der Form

Flp.q) = exp {_ [(p) - 90(01)]2} | (513)

mit auf eins normiertem Maximum und (halber) Breite? o, = 15°.

"engl. window of reference
8Die Wahl des Zahlenwertes orientiert sich am oben genannten minimalen Unterscheidungs-
winkel von 30°.
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Der LernprozeB lduft nun genauso ab wie fiir das Gesamtfeldmodell. Auf-
grund der Verwendung des modifizierten Fehlers (5.11) erhalten wir jedoch einen
modifizierten verallgmeinerten Gradienten und statt Gleichung (5.6) fiir den Ge-
samtfeldfehler nunmehr

387 (V) — (F(p, ) XPY7), = 0. (5.14)

und weiter

(F(p, q)qu*Xqu*>lp — Z [<H;1*H§Xq*xq>lp RS <NZ»N;>|J SP.
(5.15)
Auch hier verschwinden wieder die Mischglieder von Signal und Rauschen, die
aus diesem Grunde ausgelassen wurden. Die rechte Seite entspricht ganz dem
Fall in Gleichung (5.7) und daher gilt auch weiterhin
1
(HFHIXTXY) = — Y HYHlo? (5.9)

b N, ’
p
q

die linke Seite jedoch fiihrt abweichend von Gleichung (5.8) zu
E3 * 1 * 92
(F(p,q)H" XPXT) = VPZF(RQ)H? o; . (5.16)
q

Damit ergibt sich ein neues Gleichungssystem, das die Riicktransferfunktionen
unter Zugrundelegen des Fehlers (5.11) definiert

> (Z Hj" H +0p25z’j) SP = F(p,a)H . (5.17)
q

i q

Dieses kann nun direkt gelost und mit dem Ergebnis eines Lernprozesses vergli-
chen werden (siehe Abb. 5.4). Der Vergleich mit Abb. 5.2 zeigt, daB so erlern-
te Riicktransferfunktionen gegeniiber dem reinen Gesamtfeldmodell bei gleicher
Lernschrittweite 7 = 5-10~5 weniger stark verrauscht sind. Abb. 5.5 zeigt, daB die
durch ein solches Modell erstellte Karte keine Abhangigkeit von der Geschichte
des Lernprozesses besitzt. Das Referenzfenstermodell beseitigt die starke Varianz
der erlernten Modellparameter um das Minimum des mittleren Fehlers, da es die
Lernrichtung nicht wie fiir das Gesamtfeldmodell stufenlos zwischen Null und
dem Minimum des Einzelpunktmodells schwanken 1aBt.
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Abbildung 5.4: Konvergenz des Lernprozesses fiir ein Referenzfenstermodell.
Darstellung und Parameter entsprechen Abb. 5.2. Das Rauschen auf der erlern-
ten Funktion ist gering. Mit im Mittel ca. 140 Lernschritten pro Einheit ist die
Konvergenzzeit sogar kiirzer als fiir das Einzelpunktmodell.
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Abbildung 5.5: Karte von Rekonstruktionsnormen erstellt durch das Referenz-
fenstermodell aus Abb. 5.4. Darstellung und Situation wie in Abb. 5.3. Die Breite
der Peaks entspricht der Breite des Referenzfensters von ca. 15°. Die Peaks sind
glatt; das Maximum klar positioniert. Die Rekonstruktionen in den Einsidtzen
sind geringfiigig intensitatsverringert, aber rauschfrei und korrekt bzgl. Phase
und Frequenz.

91



Kapitel 5. Lernprozesse o=

0.25

o

aguu &o uuw
0.20
. o

0.15

Error

0.10

0.05

\ \ \ \
0 20 40 60 80 100
Fraction of total learning time (%)

0.00

Abbildung 5.6: Verlauf des Fehlers der Einheit mit ¢, = 0° wahrend der Lern-
prozesse fiir das Einzelpunktmodell wie in Abb. 5.1 (offene, schwarze Kreise),
das Gesamtfeldmodell wie in Abb. 5.3 unten (offene, rote Quadrate) und das
Referenzfenstermodell wie in Abb. 5.4 (gefiillte, griine Rauten). Es sind nur die
Fehler fiir jene Schritte gezeigt, fiir die sich eine Quelle bei ¢, = 0° befand. Da
die Zahl der Lernschritte fiir die drei Modelle unterschiedlich ist, ist die Abszisse
entsprechend auf die jeweilige Gesamtlernzeit normiert. Interessant ist, daB nach
einer initialen Lernphase (im Einzelpunktmodell etwa ein Drittel der Lernzeit)
mit exponentiellem Abfall des Fehlers die Rekonstruktion kaum mehr dndert,
obwohl die Riicktransferfunktionen bei hohen Frequenzen noch nicht ausgelernt
sind.
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Neuronale Implementierung

Es war in den vorangegangenen Kapiteln stets von , Einheiten” die Rede, wel-
che die Berechungen anstellen, die durch das eine oder andere Modell gefordert
werden. Ich mochte diesen abstrakten Konstruktionen in diesem Kapitel Leben
einhauchen und zeigen, daB die mathematischen Voraussetzung mit neuronaler
Hardware zu erfiillen sind.

6.1 Faltung mit Riicktransferfunktionen

Eine Moglichkeit zur Realisierung unserer abstrakten Einheiten sind Neurone,
deren Membranpotentiale VP in ihrem Zeitverlauf die Wellenformen P an je
einer bestimmten Position p € P nachbilden. Da diese Neuronen baugleich sind
bis auf die Starke der Synapsen, die die sensorischen Afferenzen mit ihnen bilden,
beschranken wir uns in diesem Abschnitt auf die Rekonstruktion einer Position
und koénnen daher auf die Kennzeichnung der GroBen durch p verzichten.

Es sei sj; := s;(tjx) mit t;, € 7; eine Diskretisierung von s; iiber dem
Gitter 7;. Dann kann man eine je nach Gitterabstanden gute oder weniger gute
N&herung fiir Gleichung (4.16) angeben durch

i’(t) ~ Z Sik yj(t — tjk) . (61)

ik

Die Riicktransferfunktionen s;(¢) sind ungleich null innerhalb eines Zeitfensters
von ca. -500 bis -100 ms (siehe auch Abb. 4.4), und entsprechend wird ein brauch-
bares Gitter Sampling-Zeiten innerhalb dieses Fensters enthalten. Die negativen
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tjr erklaren sich aus dem Umstand, daB y; eine Folge der Anregung zP ist,
und eine Rekonstruktion der Ursache aus ihrer Wirkung erst moglich sein kann,
nachdem letztere eingetreten ist.

Durch einfache Umschreibung von Gleichung (6.1) erhdlt man

T(t—T)~ Zsjk yi(t — D), Aj=T+1t, . (6.2)
jk

Falls 7" > |t;;| fiir alle j und k gilt, ist somit sichergestellt, daB A;; > 0. Bei
10 cm Entfernung der Quelle kann Xenopus nach ca. 500 ms eine verlaBliche Re-
konstruktion erhalten. Dieser Zeitraum ist zusammengesetzt zum einen aus der
Zeit, die vergeht ehe iiberhaupt ein iiberschwelliger Reiz am Organ ankommt,
zum anderen enthalt er die Integrationszeit, wahrend der aktiv die Spike-Trains
der verschiedenen Organe verglichen werden. Fiir Wellen aus 10 cm Entfernung
geben Claas und Miinz (1996) eine Reaktionszeit von etwa 1000 ms an, die ih-
rerseits noch die Umsetzung der sensorischen Daten in eine Reaktion beinhaltet.
Wartezeiten T in der benétigten GroBenordnung sind also durchaus zu verwirk-
lichen.

Abb. 6.1 zeigt die Verschaltung eines Neurons, dessen Membranpotential
Gleichung (6.2) annihert. Die Afferenz j, mit positiver Richtcharakteristik (vgl.
Abschnitt 3.3.1) des Seitenlinienorgans j kontaktiert die beiden mit e (exzi-
tatorisch) bzw. i (inhibitorisch) gekennzeichneten Interneurone. Diese tragen
der Tatsache Rechnung, daB bis dato in keinem biologischen System am sel-
ben Axon sowohl erregende wie hemmende Synapsen gefunden wurden. Um das
Modell iibersichtlich zu halten, wollen wir annehmen, daB es sich um bloBe Relais-
Stationen handelt, die ein ankommendes Aktionspotential verlaBlich weiterleiten,
und werden sie daher nicht explizit modellieren.

Die Interneurone bilden die Synapsen k£ = 1... K, mit axonalen Verzoge-
rungszeiten Ajk und Synapsenstarke J;r, wobei inhibitorische Synapsen mit ne-
gativer Starke gezdhlt werden. Die komplementadre Afferenz j_ bilde entspre-
chende Verbindungen (A, Jo mit k = 1...K_). Weiter seien ¢/* bzw. ¢/~
die Feuerzeitpunkte der jeweiligen Afferenz. Als Spike-Response-Neuron (Ger-
stner und Van Hemmen 1994) modelliert ergibt sich fiir eine solche Zelle ein
Membranpotential

Z B> e(t—tl - Ajk+z kZ (t—t —A5) . (63)
k=1 I+
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Abbildung 6.1: , Schaltschema” fiir die Verbindungen zwischen einer Afferenz
j+ eines Seitenlinienorgans und einer Nervenzelle, welche mit ihrem Membran-
potential V' die Wellenformrekonstruktion nach Gleichung (4.16) anndhert. Aus-
gefiillte Kreise symbolisieren exzitatorische Synapsen, nicht ausgefiillte entspre-
chend inhibitorische Synapsen. Zur weiteren Erlduterung siehe den Lauftext.

Hierbei beschreibt () den Zeitverlauf der ausgelsten postsynaptischen Po-
tentiale (PSP), wobei implizit angenommen wurde, daB diese fiir alle Synapsen
gleich sind. Sind alle Organe auf diese Weise mit dem betreffenden Neuron ver-
bunden, erhilt mit der Definition der Spike-Trains

25 ) ) ==Y st —t) (6.4)
=

aus Gleichung (6.3) folgendes Membranpotential

K_
=> ZJ; xe) (t—A%) =) T (7 +e) (t—A5)| - (65)
j k=1
W3hlt man nun Jﬁ, = 8k, Jy, = —sjx und verlangt A;Lk = Aj = Ay, fiir alle
k erhalt man mit der Definition
g(t) = g (t)+7; (1) (6.6)
V() = Y splii*e) (t—Ag) . (6.7)

jk

Wie in Abschnitt 3.3.1 diskutiert spiegelt der Spike-Train g,(t) den Verlauf der
Auslenkung der Cupula wieder. Der genaue Zusammenhang zwischen Auslenkung
und Spike-Erzeugung ist nicht vollstandig geklart. Die zusatzliche Faltung mit
stort nicht weiter, solange die Dauer 7. der postsynaptischen Potentiale deutlich
kleiner ist als die typischen Periodendauern des zu rekonstruierenden Stimulus,
so daB die hochsten relevanten Frequenzen noch aufgelost werden kdnnen. Im
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Vergleich von Gleichung (6.7) und Gleichung (6.2) gilt

V)~ (zxe)(t—T) (6.8)

Es existiert fiir jede Rekonstruktionsposition p ein eigenes Neuron, das wie
eben beschrieben mit den Rezeptoren verschaltet ist. Das fiihrt zu Synapsen mit
der Stirke JP* bzw. JP~, die durch die Riicktransferfunktionen sP(t;) fiir das
zu implementierende Modell bestimmt sind. Zur Vereinfachung nehmen wir an,
daB fiir jede Verzogerungszeit A} jeweils eine Synapse des +- bzw. —Zweiges
vorhanden ist und daB gilt Jgj = —J5 . Wir kénnen damit diese Synapsen im
Folgenden zusammenfassen zu J},. Es gilt dann fiir das Membranpotential

VP(t) =Y Jh (Gixe) (t— AR) . (6.9)
ik

Fiir das neuronale Modell wird in den Simulationen zundchst aus der Wel-
lenform an der Quelle P der Stimulus am Organ y; berechnet, und dann in
einem ZufallsprozeB ein Spike-Train ¢; daraus erzeugt. Als einfache Naherung
der in Abschnitt 3.3.1 beschriebenen Transduktionseigenschaften der Seitenlini-
enorgane simulieren wir die Erzeugung der Aktionspotentiale in den sensorischen
Afferenzen durch einen inhomogenen Poisson-ProzeB (Kempter et al. 1998) mit
affin-linearer Feuerrate. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Aktionspotential (AP) in
einem Intervall der infinitesimalen Lange dt betragt

Prob {AP in Faser iy in [t,t + dt]} = [£Ry;(t) + Ro|dt (6.10)

mit Ratenkonstante R und Spontanfeuerrate R,. Eventuell auftretende negative
Wahrscheinlichkeiten sind als null zu interpretieren. Die Implementierung in ein
Computer-Modell wird in den wichtigsten Ziigen im Anhang C.2 erklart. Als PSP
wurde in den erstellten Simulationen die Alpha-Funktion

) t/rexp(l —t/7.) falls ¢ >0
=(t) = { 0 falls +<0 (6.11)

gewihlt. Die Normierung ist so gewahlt, daB [ e(t)dt = 1.
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Franosch et al. (2003) zeigen, daB ein neuronales Einzelpunktmodell ba-
sierend auf Gleichung (6.7) mit realistischen Ratenkonstanten R = 300 Hz,
Spontanfeuerraten Ry = 10 Hz und Zeitkonstanten 7. = 10 ms &hnlich gute
Ergebnisse wie ein optimales erziehlt.

6.2 Neuronaler LernprozeB3

6.2.1 Anforderungen

Wie kann nun ein LernprozeB aussehen, der die Synapsenstarken richtig, also auf
JE = sh einstellt. Die Anpassung der Riicktransferfunktionen wahrend der im
Kapitel 5 vorgestellten Lernprozesse errechnete sich zu

AsP (1) = —277/Axp(t) yi(t —7)dt . (6.12)

wobei AzP(t) die je nach Modell relevante Abweichung der Rekonstruktion von
der verlangten Wellenform ist. Fiir das Einzelpunkt- oder das Gesamtfeldmodell
also

AzP(t) = zP(t) — 2P (1) (6.13)

oder fiir ein Referenzfenstermodell

AzP(t) = 3P(t) = > F(q,p)z%(t) . (6.14)

Ein LernprozeB fiir die diskreten Riicktransferfunktionen nach Gleichung (6.2)
verlangt dann entsprechend

AsP — —2n / APt — TP) yi(t — ARt (6.15)
wobei das Endergebnis wiederum definiert ist durch
0= <—2n/Axp(t —TP) y;(t — A;’k)dt> . (6.16)

Da die Einzelsamples der Riicktransferfunktionen s} durch die Synapsenstarken
JZ.I,’c realisiert werden, wollen wir nun versuchen, einen synaptischen Lernmecha-
nismus zu entwerfen, der eine Gleichung (6.15) dquivalente Anpassung der Syn-
apsenstarken bedeutet.
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Wir gehen aus von der sehr allgemeinen Lerngleichung (Van Hemmen 2001)

T

AJ = / W(r) / Your (1) yin(t + 7) dt dr . (6.17)

Diese Gleichung beschreibt, wie sich eine Synapsenstarke J in Abhangigkeit der
zeitlichen Korrelation von prasynaptischem Spike-Train y;, und seinem postsyn-
aptischem Pendant y,,: andert. Das , Lernfenster” W (7) gibt an, wie sich die
Starke der Synapse andern soll, falls ein Aktionspotential pra-, ein anderes post-
synaptisch auftritt und ihr Zeitabstand 7 betragt. Wir gehen dabei davon aus,
daB ein Lernstimulus endliche Lange 7} (in unseren Simulationen ca. 2s) hat,
und daB die Breite des Lernfensters gegeniiber dieser , Lernzeit” vernachlassigbar
kurz ist. Dann kann man die Korrelation von Input- und Output-Spikes straflos
ins Unendliche ausdehnen und erhalt dabei

AJ = /W(T) /yout(t) Yin(t +7)dtdr . (6.18)

—0o0

6.2.2 Ein- und AusgabegroBen

Betrachten wir nun die Veranderung der Synapsenstérke .J,, jener Synapse also,
die von einer Afferenz von Organ ¢ auf dem Kartenneuron p gebildet wird und
eine Verzdgerungszeit A besitzt, so ist yin(t + 7) gegeben durch den Spike-
Train g;, wie er am Organ entsteht, verzogert um die zur Synapse gehorige
Verzogerungszeit,

yin(t + 7') = gjz(t + 7= AZﬂ) . (619)

Wir wollen den Lernmechanismus dahingehend modifizieren, daB der prasyn-
aptische Spike-Train y;, nicht wie in Gleichung (6.18) gefordert mit dem post-
synaptischen Spike-Train yo.:, sondern mit dem erzeugenden Membranpotential
selbst verglichen wird. Ein gut untersuchtes Beispiel fiir einen solchen vom post-
synaptischen Membranpotential abhangigen Lernmechanismus bildet die weit-
verbreitete Langzeit-Plastizitdt glutamaterger Synapsen unter Mitwirkung des
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sog. NMDA-Rezeptors (Andersen 1985). Bei Membranpotentialen im Bereich des
Ruhepotentials ist dieser Rezeptor durch Mg?*-lonen blockiert, so daB trotz An-
wesenheit von Glutamat der Rezeptor inaktiv bleibt und keine Leitfahigkeitsande-
rung stattfindet. Bei erhdhtem postsynaptischem Membranpotential ist dieser
Block nicht mehr wirksam, der Rezeptor durch Glutamat aktivierbar. Ein prasyn-
aptisch eintreffendes AP aktiviert den Rezeptor, in der Folge stromen Ca?*-lonen
in die Zelle. Letzteres fiihrt zur Aktivierung von unterschiedlichen Signalketten,
die sowohl zur Schwachung als auch Starkung der Synapse fiihren konnen (Shou-
val et al. 2002; Yang et al. 1999). Molekulare Mechanismen fiir den benétigten
LernprozeB sind also durchaus denkbar.

6.2.3 Referenzeingabe

Wir nehmen an, daB das Neuron p wahrend der Lernphase zusatzlich zum Input
der Seitenlinienafferenzen die zum Lernen notwendige Referenzeingabe bekommt.
Die Notwendigkeit dieses ,, Lehrers” wurde schon bei der mathematischen Analyse
des Lernprozesses angerissen.

Als Referenz kommt zunichst das visuelle System in Frage. Eine dhnliche
»Eichung" eines sensorischen Systems, des auditorischen namlich, am visuellen
System ist fiir die Schleiereule nachgewiesen (Miller und Knudsen 1999). Es ist
bekannt, daB die Augen bei Xenopus, fiir ein rein aquatisch lebendes Tier un-
gewohnlicherweise, fiir das Sehen in Luft geeignet sind (Elepfandt 1996), und daB
ein Frosch also in Jagdposition mit iiber die Wasseroberflache hinausragenden
Augen ein wellenerzeugendes Objekt durchaus beobachten kann. Auch die Neu-
roanatomie (vgl. Abschnitt 3.3.2) zeigt, daB Seitenliniensystem und visuelles Sy-
stem im Bereich des Mittelhirns eng verbunden sind. Es sei hier nochmals auf die
besonders auf die topologische Anordnung der Seitenlinienkarte und der visuellen
Einheiten im Tectum opticum verwiesen. Eine Untersuchung von Claas (1994)
zeigt einen Zusammenhang zwischen der Entwicklung von visuellem System und
der Leistungsfahigkeit des Seitenliniensystems. Frosche mit im Larvenstadium
durchtrennten Seenerven zeigen Lokalisierungsdefizite. Eine in Dunkelheit aufge-
zogene Vergleichsgruppe lokalisiert allerdings normal. Eine Eichung am visuellen
System ist somit weder kategorisch ausgeschlossen noch kann sie anhand dieser
Erkenntnisse nachgewiesen werden.

Um die Referenzeingabe in der bendtigten Form iiber das visuelle System
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verfiigbar zu machen, muB das Tier die Bewegungen eines wellenerzeugenden
Objektes beobachten konnen. Es geniigt bereits ein Signal, das iiber ein linea-
res, umkehrbares und zeitinvariantes Funktional mit ZP vebunden ist, da dessen
EinfluB (genauer die Umkehrung dieses Funktionals) in die Transferfunktion in-
tegriert werden kann, und dann im LernprozeB einfach mitgelernt wird. Natiirlich
sind als Quelle fiir die Referenzeingabe auch andere sensorische Systeme oder
bereits integrierte Information mehrerer Sinnesmodalitdten denkbar.

An dieser Stelle wollen wir annehmen, daB die Referenz in Form eines weiteren
Spike-Trains ZP(t) geliefert wird. Dieser wird ebenfalls iiber einen Poisson-ProzeB
mit den oben beschrieben Ratenkonstanten aus der Wellenform zP(t — TP) er-
zeugt und ist also um TP verzogert. Die realisierte globale Vezogerung bestimmt
die Integrationszeit fiir das ,,Schiilerneuron”. Ahnlich wie ¥; wird der Spike-Train
iber zwei separate Kandle fiir positive Auslenkungen inhibitorisch, fiir negati-
ve exzitatorisch mit konstanter Synapsenstarke auf das Neuron p gegeben. Die
Annahme, daB ein Kartenneuron p von seinem , Lehrer" Informationen iiber die
Wellenform xP an einer ganz bestimmten, immer gleichen Position der Wassero-
berflaiche bekommt, zeichnet fiir die spatere Ausbildung genau dieser Praferenz-
richtung verantwortlich.

Hier zeigt das Referenzfenstermodell sich von seiner gefalligen Seite. Ange-
nommen, die Quelle der Spike-Trains ZP ist eine Karte visueller Neurone, die iiber
der zukiinftigen Seitenlinienkarte im Tectum opticum liegt. Diese miiBten nun
lediglich in einen einigermaBen eng begrenzten Bereich der darunterliegenden
Seitenlinienkarte projizieren, wobei die Stdrke der Projektion gegen den Rand
des Projektionsbereiches abnimmt. Der Effekt ware genau jener, den wir vom
rein mathematisch definierten Referenzfenster erwarten, namlich daB ein Neuron
p nach Abstand gewichtet Informationen iiber den Bereich um p herum erhalt.
Die Synapsenstarke fiir den positiven Kanal zwischen Lehrer q und Schiiler p
betragt also —F(q, p), fiir den negativen Kanal entsprechend F'(q, p).

Das Gesamtfeldmodell dagegen verlangt, daB sich der Kontakt ausschlieBlich
auf genau ein Lehrerneuron und einen Schiiler beschrankt (F'(q, p) = dqp)- Das
Einzelpunktmodell schlieBlich verlangt vom Lehrer die Fahigkeit, die Lernfahigkeit
des Schiilers einzuschalten, wann immmer ersterer gerade aktiv ist!. Alles in allem
scheint in dieser Hinsicht ein Referenzfenstermodell am plausibelsten.

Die Formen der postsynaptischen Potentiale seien fiir alle Synapsen gleich,

'Bése Zungen behaupten, daB dies der Wunschtraum eines jeden Lehrers sei.
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namlich (). Daraus ergibt sich das Membranpotential

Vo) = Vo) — 3 Fla,p) / T et — ) dr (6.20)

Dabei steht VP fiir das Membranpotential ohne Referenzeingabe, das nach Glei-
chung (6.8) eine Anndherung an die Rekonstruktion ZP x¢ bildet. GleichermaBen
bildet der zweite Term eine Anndherung an xP x¢ bzw. Zq F(q,p) x%9¢. Daher
gilt

VP(t) ~ (AxP xe) (t — TP) . (6.21)

6.2.4 Lernfenster

Wir nehmen fiir das Lernfenster

W(r)=—-2¢e(-71) (6.22)

an. Diese Wahl fiihrt fiir dquidistant liegende Synapsen dazu, daB deren Starken
JE nach dem LernprozeB exakt s!, entsprechen, was noch zu zeigen ist.

Der Grund fiir diese Wahl ist folgender: Man kann eine neuronale Fehler-
funktion E,, aufstellen, die die erwartete Abweichung dessen, was wir als unsere
Wellenformrekontstruktion ansehen, VP(¢) also, von der Referenz, zum Beispiel
von > F'(q, p)Z%xe, in Abhdngigkeit von der Synapsenstérke miBt. In Analogie
zu den idealisierten Modellen schreiben wir

E,= </ VP’(t)2dt> (6.23)

oder in voller Schonheit ausgebreitet

E=</ [Zﬂ(ﬂi*s)(t—ﬂfk)—ZF(q,p)(fq*f)(t)] dt> :

q

(6.24)
Der angestrebte LernprozeB soll eine minimale Abweichung erreichen. Auch hier
setzen wir wieder den Gradientenabstieg ein und passen daher die Synapsenstar-
ken nach der Regel

E
AT = —2n gj; = —217/Vp’(t) (gjxe) (t—A%)dt. (6.25)
gl
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an. Sieht man sich Gleichung (6.18) an, stellt man fest, daB die Korrelation der
Spike-Trains mit dem Lernfenster gefaltet wird, um die Veranderung der Synap-
senstdrke zu erhalten. Wahlt man nun gerade W (1) wie oben vorgeschlagen,
entspricht dessen Faltung mit der Korrelation genau der nach Gleichung (6.25)
bendtigten Faltung des einlaufenden Spike-Trains y; mit .

Die Arbeitsweise dieses Lernfensters ist folgendermaBen zu interpretieren.
Angenommen, ein Aktionspotential kommt zum Zeitpunkt ¢, an einer exzitato-
rischen Synapse an. Wenn diese die richtige Starke besitzt, so tragt das erzeugte
EPSP gerade genug zum postsynaptischen Membranpotential VP bei, um den
EinfluB des Lehrers zu nivelieren und V?' auf dem Ruhepotential zu halten. Ist
die Synapse zu schwach, so reicht ihr EinfluB nicht aus, um jenen des Lehrers zu
kompensieren. Die Folge ware eine postsynaptische Hyperpolarisation der Mem-
bran, gerade so lange, wie das durch den Spike verursachte EPSP hatte dauern
sollen. Ist VP’ in diesem Zeitraum negativ, so fiihrt dies wegen des negativen
Lernfensters zu einer positiven Anpassung der Synapsenstarke. Entprechend fiihrt
eine auf einen exzitatorischen Input folgende Depolarisation zur Schwachung der
verantwortlichen Synapse. Fiir inhibitorische Synapsen erhdlt man Schwachung
bei folgender Hyperpolarisation und Starkung bei Depolarisation. Wichtig ist die
Erkenntnis, daB, trotzdem das Lernfenster nur negative Anteile hat, Synapsen
keineswegs stets geschwacht werden. Der Grund hierfiir ist, daB der EinfluB des
Lehrers durchaus dazu fiihren kann, daB trotz Aktivitdt einer Synapse sich im
Membranpotential der gegenteilige Effekt der Referenz durchsetzt.

6.2.5 Ergebnis des Lernprozesses

Unter den oben genannten Voraussetzungen erhalten wir nach Gleichung (6.18)
fiir die Synapse J}; die Anpassung

AJY = —Qn/e(—T)/Vp'(t) gt + 71— AF)dtdr . (6.26)

Dies enspricht Gleichung (6.25) und bei Identifikation von Jﬁ mit S?z zeigt sich
unter Benutzung von Gleichung (6.21), daB die Anpassungen (6.26) fiir die Syn-
apse und (6.15) fiir die diskrete Riicktransferfunktion bis auf eine zusitzliche
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Faltung mit der Autokorrelation des PSP und den Naherungscharakter der Spike-
Trains aquivalent sind.

Wir wollen nun das Ergebnis eines solchen Lernprozesses mit Referenzfenster
fiir Spontanfeuerrate Ry = 0 und Ratenkonstante R bestimmen. Wir bilden den
Erwartungswert der Anderung der Synapsenstirken iiber das Ensemble mogli-
cher Lernsituationen und iiber die Spike-Generierung der verschiedenen Einga-
bekanile. Es soll gelten (AJL) = 0. Dann bestimmen wir jene Parameter J},
die die entstehende Gleichung

0= —2 </g(—7) / VP() Gt + 7 — AP dt d7> (6.27)

[6sen. Wir benutzen

AP (T Z TR i7" — AR) = F(q,p) #(t) (6.28)

V() = / ATP()e(t — ') dr’ (6.29)

und dividieren durch —27. Damit erhilt man Gleichung (6.27) in folgender Form

0—<// St —7) /Axp( )y](t—l—T—Ap)dthdT> (6.30)

und mit sukzessiven Ubergingen
T — T—1 (6.31)
t — t—1 (6.32)
ergibt sich

0= <//5(t+7’ — et dt/Afp(T’) Gi(r — A;)deT'> . (6.33)

Wir definieren die Autokorrelation des PSP

a(t' — 1) = /5(t +7 —71)e(t)dt (6.34)

<//A$p ) Gi(T — AR) ac (7’ —7)d¢d7> : (6.35)
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Fiir die Mittelwertbildung ist a. nicht relevant, da es nicht zufallsabhanig ist.
Wir konnen also schreiben

0= / / (AT () (7 — AR)) ac(' — 7)drdr’ (6.36)

Sehen wir uns den Mittelwert in Gleichung (6.36) genauer an, indem wir Az
durch seine Definition (6.28) ersetzen,

<[ZJ;;@(T'—A; ZF a,p ]%(T—A;)>: (6.37)
Z P u(r = AR gi(r — A ZF q,p) (Y7 )y](T—A?l)>.

Der Erwartungswert iiber den Spike-GenerierungsprozeB (.. .)sg fiir den zweiten
Term in Gleichung (6.38) ist einfach zu berechnen, da die APs in den Seiten-
linienafferenzen und in den , Lehrerkanadlen® statistisch unabhangig voneinander
generiert werden. Daher faktorisiert die Mittelwertbildung und man erhilt einfach
die zugrundeliegenden Feuerraten

<a:q " gi(r A.?l)>sg,|p = R? <xq(7/ — T y,(1 — A;’l»lp . (6.38)

Gleiches gilt fiir die Korrelation der Spike-Trains in den Afferenzen i # j

(ilr' = AR) G (r = AR)), | = R (ui(r' — AR)yy(r — AR)) . (6.39)

sg, Ip

Den Fall ¢ = 5 muB man einer Sonderbehandlung unterziehen. Man diskretisiert
die Zeitachse, berechnet die Korrelationen fiir den diskreten Fall und betrachtet
schlieBlich den Limes fiir infinitesimale Zeitabstiande der Diskretisierungspunkte,
wie in Anhang C.2 durchgefiihrt. Das Ergebnis entspricht dem von Van Hemmen
(2001) gefundenen und lautet

((r" = AR) G:(T = Al g 1p = (6.40)
(R (7 — AR wil7 — AR + RO(T + A% — 7 = AR) [yi(7 — AR,

Vergleiche dazu Gleichung (C.21). Auf die explizite Kennzeichnung der Mittel-
werte bzgl. der Lernsituationen (...);, kdnnen wir nunmehr verzichten, da keine
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Verwechslungsgefahr mehr droht. Diese Ausdriicke gesammelt ergeben den Mit-
telwert aus Gleichung (6.38), den man dann in Gleichung (6.36) einsetzen kann

// { Z ik [32 (yi(r' — AR y;(m — AD))

+ R (7 + A% — 7= AR) (jui(7 = AR)D | (641)
—RQZF q,p xp (1 —Tp)y](T—A;)l» }GE(T/—’T)dT/dT )

Diese Gleichung gibt schon ein wenig AufschluB {iber das Geschehen. Der zusatz-
liche Term (mittlere Zeile von Gleichung (6.41)), den wir durch die Bildung
des Erwartungswertes iiber die Spike-Generierung erzeugt haben, gibt Auskunft
iber das Rauschniveau, dem das System wahrend der Lernphase ausgesetzt ist,
welches durch die Stochastizitat der Spike-Generierung hervorgerufen wird und
welches ich als internes Rauschen bezeichnen mochte, um es abzugrenzen vom
externen Rauschen, mit dem das Signal y; bereits vor der Spike-Erzeugung be-
haftet ist und das z.B. von Storquellen her stammt. Im Gegensatz zu den anderen
beiden Termen der Ordnung R? ist das interne Rauschen von der Ordnung R
und verschwindet daher fiir sehr hohe Feuerraten.

Bevor wir jedoch einen Schritt weitergehen, dividieren wir durch R?, defi-
nieren s := 7/ — 7 und spalten Gleichung (6.41) in ihre drei Bestandteile auf,
namlich

Py = / Z Je </y s+7— AB)y;(r — AP) d7> ds  (6.42)
v = [T Flam) ( [ates =T - Afdr s (6.43)

und schlieBlich

1
g = }—%/ae( Jjk </|yj |d7'> (s+AZ—A§’k)ds

- > a8l = o) </ y;(r — AD)| dT> | (6.44)
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Konzentrieren wir uns zunachst auf 13, das interne Rauschen. Wir nehmen
zur Kenntnis, daB der Ausdruck den Betrag der mittleren zeitintegrierten Aus-
lenkung der Cupula enthalt. Es gilt

(Jwsr = amtar) = [ ot - anpar (6.45)

Da z%(t) und ein moglicherweise vorhandenes Rauschen n;(t) in stationaren
Normalprozessen erzeugt werden, kann y;(t) als Linearkombination beider selbst
als von einem solchen ProzeB erzeugt angenommen werden. Wichtig ist, daB
der erzeugende ProzeB stationdr, der Mittelwert (|y;(7 — A¥)]) also von seinem
Zeitargument unabhangig ist. Wenn T; die Lange die Stimulus angibt, gilt weiter
fiir einen solchen ProzeB, da y;(t) gauBverteilt,

(O = = (0% = — [ (HHP IX@E) + (N do

2 2
= =7 | onel®) 2+ oP(w Z |H\ ()| dw (6.46)
mit der mittleren Leistungsdichte o2 _ des externen Rauschens (vormals o2). Wir
definieren o7 ; == (|y;(t)) /R und erhalten

s =0n, Y Jha (AN —AY) . (6.47)
k
Ohne weitere Annahmen bliebe uns nur die numerische Berechnung der Lo-
sung des Gleichungssystems (6.41). Um Einsicht zu gewinnen, inwiefern das
Ergebnis den idealisierten Modellen der vorangegangenen Kapitel dhnelt, wollen
wir verlangen, daB fiir jede sensorische Afferenz die gleiche Anzahl IV, Synapsen
auf das Neuron p mit ebenso einheitlichen Zeitabstanden A; vorhanden sind.
Die Annahme gewahrleistet, daB die diskrete Fourier-Transformation (DFT)
der Terme 9 5 3 beziiglich des Index [, wie sie im Anhang C.1 definiert wird, eine
sehr gute Annadherung bildet an die kontinuierliche Fourier-Transformation der
kontinuierlichen Pendants der entsprechenden Ausdriicke mit Sampling-Frequen-
zen wy,, = 0... Ny, im Abstand A, = 7/(N;A;) von wy = 0 bis zur Nyquist-
Frequenz wy, = m/A;. Es sei =Z(w) die Fourier-Transformierte einer Funktion
(). Weiter sei & sei eine Diskretisierung der Funktion und =, die zugehorige
diskret Fourier-Transformierte. Dann gilt

m ~ E(wm) Ay (6.48)

[1]
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Siehe dazu Press et al. (1992).

Bleiben wir zunéchst bei 3. Ein scharfer Blick auf Gleichung (6.47) enthiillt,
daB es sich um die diskrete Form einer Faltung zwischen den Jﬁc und der ge-
sampelten Autokorrelationsfunktion des PSP handelt. Auch fiir die DFT gilt der
Faltungssatz. Es sei Tp die m-te Komponente der Fourier-Transformierten von
J;}C und wir erhalten d|e Fourier-Transformierte W3 von 13 in der Form

Uy = 02, TP, A(wn)A; (6.49)

Als nachstes nehmen wir uns 5 vor. Eine kontinuierliche Version von
in den Frequenzraum transformiert ergibt sich als Multiplikation der gefalteten
Funktionen. Die DFT von )5 ergibt sich also als Diskretisierung der gefalteten
Funktionen im Fourier-Raum

= 2 Flap) (X)) (wn)) Aclwn)A . (650)

Aus 1)y ziehen wir die Summation iiber k£ nach drauBen

ZJ;;/ </yz(3+7 Ag;>yj(T—A§’l>dT>ds (6.51)

und stellen befriedigt fest, daB es sich auch hier nur um eine Summe diskreter
Korrelationen zwischen den N, Vektoren, gebildet durch die J% und einer Dis-
kretisierung der Faltungen innerhalb des Integrals handelt. Erneut benutzen wir
den diskreten Faltungssatz und erhalten mit gleicher Argumentation wie fiir 1y

= D T (Yilwm); (@) Ac(wm) Ay (6.52)

Die Null auf der linken Seite von Gleichung (6.41) kiimmert sich nicht um eine
lineare Fourier-Transformation. Die Linearitat erlaubt uns auch, die Einzelterme
U, 9 5 einfach zu summieren und das Ergebnis dieser Operation

o - X

%

im (Yi(wn) Y7 (W) ZF 4, p) (XU wn) Y] (wimn))

+715,0

jm nz

Ac(wm) Ay (6.53)
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kann sich sehen lassen. Bei A. handelt es sich um die spektrale Leistungsdich-
te des PSP. Der mittlere Lernschritt bei jeder Frequenz wird also grundsatzlich
mit einer konstanten GroBe skaliert, die bei den schlecht auflésbaren hohen Fre-
quenzen sehr klein ausfallt. Dies fiihrt dazu, daB diese von der Wasseroberflache
bereits vernachlassigten Frequenzen noch langer brauchen um gelernt zu werden.
Zweitens hat diese Konstante, da A.(w,,) # O fiir alle m, keinen EinfluB auf das
letzten Endes erlernte Modell; sie 148t sich ebenso wie A; klaglos herausdividieren

D Yim [(Yilwm)Y' (@) + 655 07 ] qu, (X (@)Y (@) -

(6.54)
Die verbleibenden Erwartungswerte sind exakt jene, die wir bereits fiir die rein
mathematischen Modelle berechnet hatten. Man erhilt schluBendlich fir Y},
ein Gleichungssystem, daB wir fiir die diskrete Fourier-Transformation von s}
erhalten hatten, wenn wir Gleichung (6.16) im Fourier-Raum geldst hatten. Fiir
den speziellen Fall dquidistanter Synapsen erzeugt der LernprozeB also in der
Tat Synapsenstarken, die durch die Riicktransferfunktionen gegeben sind, wie
im Abschnitt 6.1 gefordert.

Die implementierte Riicktransferfunktion hangt vom LernprozeB ab. Fiir das
Gesamtfeldmodell als Spezialfall eines Referenzfenstermodells mit F'(q, p) = dqp
gilt obige Ableitung natiirlich genauso. Auch fiir das Einzelpunktmodell ist die
Diskussion giiltig. Zwischen den beiden letzteren entscheidet, wie man die ver-
bleibenden Mittelwertbildungen auflost, d.h. ob mit oder ohne Ein- und Aus-
schalten der synaptischen Lernfahigkeit. Wir wollen hier die Diskussion fiir das
Referenzfenstermodell fortsetzen.

Zunachst wollen wir aber die Gleichung noch einmal explizit niederlegen, ohne
die Frequenz w,, explizit zu erwdhnen

P P r7p* J?Lvi + O-'?Lye pPx*
SR, (D HPHY — by = ST P p) Y| (6.55)
7 P T

q

Gegeniiber den ldealmodellen hat sich lediglich die Starke des Rauschens gean-
dert. Zum externen gesellt sich das interne Rauschen; beide Varianzen werden
einfach addiert. Auch dieses Gleichungsystem kann man natiirlich direkt 16sen
und mit einem erlernten vergleichen. Abb. 6.3 zeigt die sich ergebenden (neuro-
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nalen) Riicktransferfunktionen

sP(t):=> JRe(t—T+AL), (6.56)

d.h. die mit dem postsynaptischen Potential gefalteten Synapsenstarken und
damit die Antwort des Systems auf einen Spike bei t = —T'. Abb. 6.2 zeigt die
Konvergenz der entsprechenden Funktion im Fourier-Raum.

LaBt man die Annahme dquidistanter Synapsen fallen, so ist obige Ableitung
nicht mehr giiltig. Trotz einer Verringerung der Anzahl von Synapsen auf ein
Fiinftel gegeniiber dem Modell in Abb. 6.3 weicht die erlernte Riicktransferfunk-
tion in Abb. 6.4 nicht fundamental von ersterer ab. Der LernprozeB versucht die
entstandenen Locher auszugleichen, indem er auf andere Synapsen ausweicht,
wie im Anhang D gezeigt wird. Den Vergleich beider Modelle im Fourier-Raum
zeigt Abb. 6.5. Wir wollen das Modell mit fehlenden Synapsen im Folgenden mit
RDS?-Modell bezeichnen. Dabei bilden die zunichst verteilten 100 Synapsen
keineswegs die Untergrenze fiir die Zahl der Synapsen des ausgelernten Modells.
Es steht uns frei, eine Synapse, die wahrend des Lernprozesses kein merkliches
Wachstum zeigt, degenerieren zu lassen und gleich Null zu setzen, wie dies wohl
auch in Wirklichkeit der Fall ist.

6.3 Leistungsfihigkeit eines neuronalen Modells

Wir wollen uns zum AbschluB dieses Kapitels neuronale Modelle im Praxistest
ansehen. Dieser wird etwas ausfiihrlicher ausfallen, als das fiir die anderen Ent-
wicklungsschritte der Fall war. Insbesondere das in den Abbildungen 6.4 und 6.5
betrachtete RDS-Modell darf getrost als die Quintessenz dieser Arbeit betrachtet
werden.

Betrachten wir zunichst die Qualitat der Rekonstruktionen. Interessant ist in
diesem Zusammenhang, wie nahe das Membranpotential VP einer Karteneinheit
der Referenzeingabe P x ¢ kommt. Fiir den Vergleich benutzen wir allerdings

2engl. randomly distributed synapses
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Abbildung 6.2: Konvergenz eines neuronalen WOR-Modells mit 72 Einheiten
und o,, = 15° sowie dem Input-Spektrum o, (w) aus Abb. 5.1. Der untere
Graph zeigt den Betrag der Fourier-Transformierten der Riicktransferfunktion
nach Gleichung (6.56) fiir unterschiedliche Anzahlen von Lernschritten und fiir
die direkte Berechnung nach Gleichung (6.55) (siehe Legende). Fiir die Theorie
ergibt sich ein internes Rauschniveau nach Gleichung (6.46) von o, ; = 0.035,
das externe Rauschen betrigt o, . = 0. Der obere Graph zeigt den Betrag |E
der Fourier-Transformierten von e. Die Faltung mit dem PSP fiihrt zu einer

zusatzlichen Schwachung hoher Frequenzen in den Filtern. AuBerdem verzbgert
die Multiplikation des Lernschrittes mit A.(wy,) = |E(wn,)|? die Konvergenz, so
daB Frequenzen iiber 25 Hz nach 50000 Schritten nicht ausgelernt sind, wahrend
bei Frequenzen unter 10 Hz bereits nach 10000 Schritten das endgiiltige Modell
erreicht ist. Es wurden 500 Synapsen mit gleichbleibendem Abstand A; = 1 ms
zwischen AP = 0 und Al = T verteilt (vgl. auch Abb. 6.3). Die Ratenkon-
stante wurde zu R = 300 Hz, die Spontanfeuerrate zu Ry = 0 Hz gewahlt.
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Abbildung 6.3: Konvergenz des Modells aus Abb. 6.2 im Zeitraum. Die Farb-
kodierung entspricht der oben verwendeten. Obwohl hier 500 Synapsen verteilt
wurden, ist bereits zu sehen, daB die ca. je fiinf charakteristischen Maxima
und Minima dieser Riicktransferfunktion mit einer wesentlich geringeren Anzahl
Synapsen gut anzundhern waren.
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‘ — full sampling
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Abbildung 6.4: Vergleich der Riicktransferfunktion aus Abb. 6.3 mit 500 dquidi-
stanten Synapsen und zwei Beispielen mit 100 zufallig verteilten Synapsen. Bis
auf die Zahl der Synapsen entsprechen die Parameter Abb. 6.2. Die Beispiele
mit 100 Synapsen unterscheiden sich ausschlieBlich in deren Platzierung. Ist ein
Bereich vollkommen ohne Synapsen, so bedeutet dies nicht, daB die dort vor-
kommenden Frequenzen nicht rekonstruiert werden kdnnen, da dieses Defizit
durch ein anderes Organ kompensiert werden kann.
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Abbildung 6.5: Die drei Beispiele aus Abb. 6.4 im Fourier-Raum. Da die Wahr-
scheinlichkeit, die scharfen Peaks hoher Frequenzen mit einer zufillig verteilten
Synapse zu treffen, geringer ist, treten Defizite bevorzugt bei hohen Frequenzen
auf.

die iiber die Spike-Erzeugung gemittelte Referenzeingabe

(3P %) (1) = }l% (2P xe) (t—T) (6.57)

da uns deren stochastische Variation nicht interessiert. Wenn das Membranpo-
tential dieser Referenz gleicht, so hat Xenopus eine der wichtigsten Aufgaben
der Signalverarbeitung geldst, namlich die Informationen aus verschiedenen Mo-
dalitdten iiber ein und dasselbe Objekt, die ja zundchst ganz unterschiedlich
aussehen konnen, zwischen denen aber nichtsdestotrotz eine gleichbleibende Be-
ziehung besteht, in eine einheitliche Sprache zu iibersetzen, die eine einheitliche
interne Reprdsentation von Objekten der AuBenwelt zulaBt.

Bei einem Modell mit dichter dquidistanter Verteilung der Synapsen sind alle
Frequenzen relativ gleichmaBig reprasentiert, wahrend bei zufalliger Verteilung
der Synapsen Defizite oder Uberbetonungen von bestimmten Frequenzen in den
Riicktransferfunktionen auftreten (siehe auch Abb. 6.5). Das schlagt sich in den
Rekonstruktionen monfrequenter Stimuli durch das RDS-Modell nieder, die in
ihren Intensitaten teils recht stark von der Referenz nach Gleichung (6.57) aber
auch von den Rekonstrunktionen durch ein Modell mit vollstandigem Samp-
ling abweichen, wie in Abb. 6.6 dargestellt ist. Bei der Rekonstruktion eines
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natiirlichen Stimulus mit breiterem Frequenzspektrum sind dagegen beide Mo-
delle gleich erfolgreich, wie Abb. 6.7 illustriert.
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Abbildung 6.6: Vergleich des neuronalen WOR-Modells mit 500 dquidistanten
Synapsen und des RDS-Modells (beide in den Abbildungen 6.4 und 6.5 vor-
gestellt) bei der Rekonstruktion eines 10 Hz-Stimulus (oben) und eines 17 Hz-
Stimulus (unten). Zusatzlich ist jeweils die Referenz nach Gleichung (6.57) ge-
zeigt (siehe Legende). Das RDS-Modell iiberschitzt die Intensitdt des ersten
und unterschitzt jene des zweiten Stimulus deutlich aufgrund seiner zufélligen
frequenzspezifischen Defizite. Das Rauschen wurde mit o, . = 0.1 angesetzt.

Betrachtet man die Fahigkeit zur Aufldsung zweier Quellen, so sind sich
hier beide Modelle ebenfalls ebenbiirtig. Abb. 6.8 und Abb. 6.9 ermdglichen
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Abbildung 6.7: Rekonstruktionen des natiirlichen Stimulus aus Abb. 4.5 auf
Seite 72. Verglichen werden die beiden Modelle aus Abb. 6.6; Farbkodierung und
Rauschniveau entsprechen Abb. 6.6. Die Rekonstruktion gelingt hervorragend,;
das RDS-Modell ist jenem mit dquidistantem Sampling ebenbiirtig.

den Vergleich der erstellten Karten. In Abb. 6.10 ist zusatzlich die Trennung
zweier realistischer Stimuli nach Bleckmann (1994) gezeigt. Es handelt sich bei
¢p = —45° um ein Wellenmuster, wie es von einer auf der Wasseroberflache
jagenden Spinne (Dolomedes triton) erzeugt wird, und das Strampeln einer auf
der Wasseroberfliache gefangenen Fliege (Calliphora vicina) bei ¢, = 45°.

Abb. 6.11 zeigt die Karte mit ||V'P| fir das RDS-Modell mit den beiden
realistischen Stimuli und verschiedenen Zwischenwinkeln. Eine Signaltrennung
bei Zwischenwinkeln bis in den Bereich von 30° bis 60° scheint fiir natiirliche
Stimuli moglich. Fiir monofrequente Erregungen hangt die Auflosung sowohl von
der absoluten Frequenz beider Stimuli wie von der Frequenzdifferenz zwischen
beiden ab und wird fiir hohe Frequenzen besser.

Die Abbildungen 6.12, 6.13 und 6.14 schlieBlich vergleichen die Lokalisie-
rungsleistungen neuronaler Modells mit in Verhaltensexperimenten beobachteten
(Claas und Miinz 1996).
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Abbildung 6.8: Karte der Normen ||VP|| der Membranpotentiale fiir die 72 Ein-
heiten des 500-Synapsen-Modells aus Abb. 6.4. Verteilung und Art der Stimuli
entspricht dem iiblichen Standard (Signaltrennungsexperiment aus Abb. 4.6 auf
Seite 73). Das externe Rauschen betrigt wiederum o, = 0.1. Die Karte ist
sehr glatt und die Abweichung der Rekonstruktion von der neuronalen Referenz
(6.57) ist vernachlassigbar.
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Abbildung 6.9: Darstellung und Situation wie in Abb. 6.8 fiir das RDS-Modell.
Da die Frequenz-Defizite aufgrund fehlender Synapsen fiir unterschiedliche Ein-
heiten p unterschiedlich ausfallen, ergibt sich bei Reizung mit monoferquenten
Stimuli eine weniger glatte Karte als in Abb. 6.8. Die Trennung und Rekonstruk-
tion zweier realistischer Stimuli gelingt dagegen ebensogut wie fiir das Modell
mit vollstandigem Sampling (siehe Abb. 6.10)
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Abbildung 6.10: Signaltrennung und Rekonstruktion zweier realistischer Stimu-
li durch das RDS-Modell aus Abb. 6.9. Durch das breitere Frequenzspektrum
dieser Stimuli mitteln sich die Defizite des RDS-Modells bei einzelnen Frequen-
zen heraus. Das Ergebnis sind Rekonstruktionen in guter Qualitdt und eine
glatte, von Zufilligkeiten in der Synapsenverteilung der Einheiten groBtenteils
unabhangige Karte.
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Abbildung 6.11: Trennung zweier realistischer Stimuli durch das RDS-Modell
bei unterschiedlichen Zwischenwinkeln (siehe Legende). Parameter und Stimuli
entsprechen jenen aus Abb. 6.10. Bei 30° Winkelabstand und darunter ist die
Signaltrennung sicher nicht mehr moglich. Dies steht zu erwarten, da die Breite
des Referenzfensters 15° betragt.
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Abbildung 6.12: Lokalisierungsleistungen des RDS-Modells (Parameter wie in
Abb. 6.4) im linken Graphen im Vergleich mit den Leistungen des Tieres im
Verhaltensexperiment nach Claas und Miinz (1996) (rechter Graph). Fiir den
Test des Modells wurden an jedem Punkt p € P 25 mal der natiirliche Stimulus
aus Abb. 4.5 auf Seite 72 platziert und die Rekonstruktionen erstellt. Das exter-
ne Rauschen betrug 0, . = 0.1. Die Position des Maximums auf der Karte von
Normen der Membranpotentiale ist auf der Hochachse markiert, die tatsichliche
Position des Stimulus auf der Rechtsachse. Im linken Graphen ist auf der Recht-
sachse die Position eines Stimulus aufgetragen, auf der Hochachse jener Winkel,
dem sich Xenopus als Reaktion zuwendet. Die Positionsinformation die unser
Modell liefert ist genauer als die Reaktionsdaten. Der Drehwinkel enthdlt Be-
obachtungsfehler sowie Ungenauigkeiten aus der Ansteuerung der Motorik des
Tieres, so daB die Modelldaten mit den Beobachtungen als konsistent betrachtet
werden diirfen.

117

6.3. Leistungsfahigkeit eines neuronalen Modells



Kapitel 6. Neuronale Implementierung

180+ *
2
S 90 i
> -
E 3
@ ok %:,.
3 ;
§ g
g -90r g
o

-180r-

| 1 | 1
-180  -90

0

|
90

N
180

Stimulus angle (deg) stimulus angle [deg]

Abbildung 6.13: Lokalierungsleistung eines lesionierten neuronalen Modells (full-
sampling aus Abb. 6.4) auf der linken Seite im Vergleich mit Verhaltensdaten
nach Claas und Miinz (1996) (rechts). Die Darstellung entspricht Abb. 6.12.
In unserem Modell sind samtliche Organe auf der rechten Seite (d.h. ¢; > 0)
nach abgeschlossenem LernprozeB abgeschaltet wurden. Claas und Miinz (1996)
schalteten ebenfalls méglichst alle Organe auf dieser Seite aus. Wahrend das
Tier in Wirklichkeit noch immer haufig richtig lokalisiert, produziert das Modell
ausschlieBlich Maxima auf der nichtlesionierten Seite mit zufalliger Verteilung.
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Abbildung 6.14: Ein neuronales Modell wie in Abb. 6.13, jedoch wurde fiir die
Transferfunktion (4.10) auf Seite 64 wahrend der Lernphase wie auch bei der
Rekonstruktion ein geringerer dimpfender EinfluB des Froschkérpers D, von
maximal 25dB bei A, = 7 angenommen. Da nunmehr auch bei Positionierung
des Stimulus auf der lesionierten Seite ausreichend Information an nichtlesio-
nierten Organen ankommt, bleibt die Lokalisierungsfahigkeit teilweise erhalten.
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Kapitel 7

Diskussion und
SchluBbemerkungen

In Kapitel 2 wurde die Theorie sich ungestort auf der Wasseroberfliche aus-
breitender Ringwellen entwickelt. Die im Abschnitt 2.4 eingefiihrten Naherungen
beschreiben den Stimulus hervorragend. Fiir zukiinftige Experimente wiare al-
lenfalls eine genaue Vermessung der Dampfungseigenschaften des Wassers beim
Experiment wiinschenswert. Da das entwickelte Modell aber prinzipiell mit einer
beliebigen Transferfunktion arbeitet, ist dies vom theoretischen Standpunkt aus
eher unwichtig.

Die weiteren Schritte der Signaliibertragung (Kapitel 3) sind theoretisch bis-
her kaum erfaBt. Die Grenzschicht bringt nur eine Korrektur der Ubertragungs-
funktion mit sich und kann daher einfach in das Modell integriert werden. Dage-
gen erscheint eine ausgearbeitete Theorie der Dampfung durch den Froschkorper
notwendig, nachdem festzustellen ist, daB die Leistungen eines lesionierten Mo-
dellfrosches stark von diesem Parameter abhangig sind. Da die experimentelle
Datenlage beziiglich der Leistungen lesionierter Frosche recht gut ist, wiirde dies
detaillierte Vergleiche des Modells mit Experimenten zulassen.

Eine weitere Modellannahme bestand im linearen Zusammenhang zwischen
Spike-Wahrscheinlichkeit und Auslenkung der Cupula, sowie der Linearitat aller
weiteren Synapsen. Dies beschreibt nur in einem beschrankten Auslenkungsbe-
reich die Wirklichkeit und sollte modfiziert werden, sobald eine verlaBlichere Be-
schreibung des Spike-Erzeugungsmechanismus zur Verfiigung steht. Die lineare
Beschreibung des Gesamtsystems hat jedoch den Vorteil, daB sie eine analy-
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tische Betrachtung zuldBt, und sie ist daher unter theoretischen Aspekten die
interessantere. Ein nichtlineares Modell ware ausschlieBich im direkten Vergleich
mit Ableitungen von Neuronen unterschiedlicher Signalverarbeitungsstufen des
Seitenliniensystems von Interesse.

In Kapitel 4 wurde auf Grundlage eines einfachen mathematischen Prinzips,
der Minimierung des quadratischen Fehlers, ein in diesem Sinne optimales Mo-
dell erstellt, das es erlaubt, die beiden wesentlichen Aufgaben eines in die Ferne
reichenden Sinnessystems fiir das Seitenliniensystem zu erledigen, namlich er-
stens die Lokalisierung und zweitens die ldentifikation einer Reizquelle, indem es
ortsaufgeldst Information iliber die Eigenschaften der Quelle zur Verfiigung stellt.
Dessen neuronale Implementierung verlangt nichts weiter als die Berechnung von
Faltungen, welche mit neuronaler Hardware relativ einfach bewerkstelligt werden
kann (Abschnitt 6.1). In jedem Fall stellt das vorgestellte Modell eine starke Ver-
einfachung der tatsachlichen Situation dar, allerdings steht einer detaillierteren
Modellierung das Faktum im Weg, daBB weder fiir den Bereich der Medulla noch
fiir den Torus semicircularis ausreichend experimentelle Daten zur Verfligung
stehen.

Es konnte gezeigt werden, daB die erlernten Modelle die Fahigkeiten besitzen,
die das Tier in Verhaltensexperimenten an den Tag legt. Ahnlich wie ein wirklicher
Krallenfrosch ist ein neuronales Modell auch nach Ausschaltung aller Organe
einer Seite weiterhin in der Lage auf dieser Seite zu lokalisieren, wenn auch mit
verminderter Erfolgsquote.

Die weite Verzweigung der sensorischen Afferenzen im Bereich der Medul-
la und die intensiven Verbindungen zwischen beiden Korperseiten wiirden be-
reits auf dieser Ebene ein Substrat fiir die bendtigten Berechnungen liefern. Wir
konnen iiber die Funktion an dieser Stelle nur spekulieren; interessant ware je-
doch ob hier eine Karte vorhanden ist. Eine Weiterentwicklung des vorliegenden
Modells wird in jedem Fall entscheidend auf Daten aus diesem Bereich bauen
mussen.

Das Modell kann méglicherweise auf andere Falle angewendet werden. Insbe-
sondere die Signalverarbeitung in den Seitenliniensystemen von Fischen konnte
dhnlich funktionieren. Krokodilien! besitzen ca. 2000 Druckrezeptoren im Ge-

INicht zu verwechseln mit der Familie echter Krokodile ( Crocodylidae) besteht die Ordnung
der Krokodilien oder Panzerechsen (Crocodylia) aus eben jener Familie echter Krokodile, jener
der Gaviale (Gavialidae) und jener der Alligatoren (Alligatoridae).
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sichtsbereich, die benutzt werden um Beute zu lokalisieren (Soares 2002). Auch
hier ist aufgrund des dhnlich gelagerten Problems die Anwendung des prasen-
tierten Modells denkbar.

Der LernprozeB basiert auf Gradientenabstieg und Fehlerminimierung. Inter-
essant ist, daB aus diesen Prinzipien die exakte Form des in der Lerngleichung zu
verwendenden Lernfensters folgt. Das vorgestellte Prinzip ist allgemein anwend-
bar, wann immer ein linearer Zusammenhang zwischen zwei GréBen zu erlernen
ist. Das Ergebnis ist, daB die Daten eines Systems nach der Signalverarbeitung
in die aus dem anderen System bekannte Kodierung iibersetzt ist. Das exter-
ne Objekt ist in einer einheitlichen internen Kodierung reprasentiert. Das Tier
hat damit einen einfachen aber wichtigen Schritt zur Integration sensorischer
Information unterschiedlichen Ursprungs zu einem Gesamtbild seiner Umgebung
getan.

Die Annahme eines Lehrersystems an dem die Karte des Seitenliniensystems
geeicht wird, beruht auf dem Beispiel der Eichung des auditorischen am visuellen
System bei der Schleiereule. AuBerdem legen die Daten iiber das Tectum opticum
den SchluB nahe, daB es sich dabei um das visuelle System handeln konnte. Die
genaue Art der Referenzeingebe ist nicht von Bedeutung, solange ein linearer
Zusammenhang besteht. Ist der Zusammenhang nichtlinear, wird der optimale
lineare Schatzer erlernt.

Diese Uberlegungen lassen es wiederum wahrscheinlicher erscheinen, daf3 die
durch das Modell beschriebene Signalanalyse erst auf der Ebene des Torus semi-
circularis oder gar des Tectums stattfindet. Wie erwahnt ist eine tectale Karte
nachgewiesen. Fiir den Torus bestehen Hinweise auf eine topologische Ordnung
(vgl. Abschnitt 3.3). AufschluB kdnnten Ableitungen in diesen Bereichen unter
realistischen Reizbedingungen geben, wenn geziehlt nach Richtungspezifitat ge-
sucht wiirde. Gleichzeitig ware der Zusammenhang von Wellenform an der Quelle
und Feuermuster von Einheiten im Mittelhirn zu untersuchen.

Bei Verhaltensexperimenten ware zu priifen, ob Xenopus auch andere Pa-
rameter als nur die Frequenz einer Wellenquelle ihrer Position zuordnen kann.
Folgende Vorgehensweise wird vorgeschlagen: Zwei verschiedene Stimuli finden
Verwendung. Beide sind Uberlagerungen zweier monofrequenter Anregungen,
z.B. von 15 Hz und 18 Hz. Wichtig ist, daB beide Uberlagerungen derselben bei-
den Frequenzen sind. Die Stimuli sollen sich nur in der relativen Phase zwischen
den Komponenten der Uberlagerung unterscheiden. Wihrend einer Lernphase
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werden die Versuchstiere in zufilliger Reihenfolge mit jeweils einem der beiden
Stimuli konfrontiert, und darauf konditioniert, einen Stimulus selektiv anzusteu-
ern, den anderen zu meiden. Gelingt die Konditionierung, kann mit der Testpha-
se begonnen werden. Beide Stimuli werden gleichzeitig prasentiert. Steuert das
Tier immer noch selektiv den positiv konditionierten Stimulus an, so kann es
offensichtlich nicht nur ortsaufgelést Frequenz- sondern auch Phaseninformation
rekonstruieren.

Eine letzte Klasse von Experimenten bezieht sich auf den Zeitpunkt des Lern-
prozesses. Es erscheint zwar plausibel anzunehmen, daB ein solcher stattfinden
muB, um Synapsen mit abgestimmter Starke und den richtigen Verzogerungszei-
ten auszubilden, jedoch exisitieren keine Daten zu Zustand und Leistungsfahig-
keit des Systems bei sehr jungen Tieren. Ein Problem hierbei ist natiirlich die
Tatsache, daB Xenopus bereits als Kaulquappe ein funktionierendes Seitenlini-
ensystem besitzt, was Experimente schwierig macht, allerdings sind nach der
Metamorphose vermutlich Anpassungen notwendig, so daB es wahrscheinlich ist,
daB man in dieser Phase Verdnderungen im Seitenliniensystem feststellen kann.
Hier bote sich ein Ansatzpunkt, den Lernmechanismus selbst und nicht nur seine
Auswirkungen zu beobachten.
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Anhang A

Bemerkungen zur
Sensorcharaktistik der
Seitenlinienorgane

Die von Elepfandt und Wiedemer (1987) vermessene AusgabegréBe eines Sei-
tenlinienorgans, niamlich die Rate! wihrend der exzitatorischen Phase, ist etwas
willkiirlich gewahlt und wiirde besser ersetzt durch die kombinierte Feuerwahr-
scheinlichkeit in beiden Afferenzen mit unterschiedlichen Vorzeichen. Nimmt man
die logarithmische Abhangigkeit fiir diese GroBe an, so erklart dies qualitativ das
leichte Abknicken der Kurven in Abb. 3.3 auf Seite 51.

Die Idee hinter dieser GroBe ist die folgende Annahme: Die momentanen Feu-
erwahrscheinlichkeiten R; 5(t) der beiden Afferenzen setzen sich zusammen aus
einem zeitunabhangigen Anteil K5 und einem phasengekoppelten Teil p; o(%),
der ausschlieBlich wahrend der Depolarisationsphase der entsprechenden Rezep-
torzellen aus Gruppe 1 bzw. 2 auftritt

RLQ(t) = K172 + pl,z(t) (Al)
P
p2(t) = :I:% O (£sinwt) sinwt . (A.2)

Yich gehe in diesem Abschnitt davon aus, daB wenn von Rate gesprochen wird, diese
iber eine geniigende Anzahl von Instanzen gemittelt ist, so daB die der Wahrscheinlichkeit
entspricht.
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Dabei steht O fiir die Heaviside-Funktion mit der bekannten Definition

0 x <0
O(x)=14 3 r=0 . (A.3)
1 x>0

Die Synchronisation s; 2 sei nun ein MaB, welcher Anteil der mittleren Feu-
errate wahrend einer Periode T' phasengekoppelt ist

M172 = <R172 (t)>T (A4)
Pl 2
= = A.
51,2 T (A.5)

Angenommen die beiden Rezeptorgruppen eines Seitenlinieorgans haben gleiche
Charakteristika (s := s1 = s9, K1 = Ky, M := M, = M,), dann gilt

R(t) = Ryi(t) — Ry(t)
M

= STsinwt : (A.6)
Es ware also zu priifen, ob das Produkt von mittlerer Rate und Synchronisation
iiber den kombinierten dynamischen Bereich beider GroBen von 80dB logarith-
misch von der Amplitude des Reizes abhdngt. Wenn, wie von Elepfandt und
Wiedemer (1987) berichtet, das Anwachsen von s und M in disjunkten Interval-
len des dynamischen Bereiches stattfindet, ist dies wahrscheinlich. Die von diesen
genannte Schwelle fiir ein Anwachsen der Synchronisation entspricht dabei der
Schwelle fiir den Parameter R(t).
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Anhang B

Bayesscher Wellenformschatzer
und minimaler Fehler

In Kapitel 4 wurde wiederholt darauf hingewiesen, daB die Minimierung der mitt-
leren quadratischen Abweichung einem bayesschen Schatzer maximaler Wahr-
scheinlichkeit a posteriori entspricht, wenn fiir Signal und Rauschen jeweils sta-
tiondare Normalprozesse zugrundegelegt werden. Wir konnen diese Eigenschaft
benutzen um zu zeigen, daB sich die Rekonstruktion P tatsachlich wie in

(1) = 3 (P i) (1) (4.16)

i

behauptet als lineares Funktional der gemessenen Auslenkungen y; der Cupu-
lae ergibt, was in den Abschnitten 4.2.3 und 4.3.1 fiir die Einzelpunkt- bzw.
Gesamtfeldrekonstruktion angenommen ad hoc wurde.

B.1 Einzelpunkt-Rekonstruktion

Da eine eineindeutige Zuordnung der Darstellungen samtlicher Funktionen im
Frequenz- und Zeitraum besteht, ist es unerheblich, in welchem Raum wir un-
sere Suche nach der wahrscheinlichsten Wellenform durchfiihren; voraussahnend
wahlen wir die pflegeleichte Frequenzdarstellung.

Die Wahrscheinlichkeit! a posteriori fiir eine Wellenform XP, bei gegebenen

YIn der englischsprachigen Literatur wird diese Wahrscheinlichkeit oft als ,, posterior* titu-
liert, ergdnzt durch ,, prior" fiir die Wahrscheinlichkeit a priori und der sog. ,, likelihood".
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MeBdaten Y7, ...,Y,, also, ergibt sich nach der Bayesschen Regel

p(Yy,...,Y,| XP)p(XP)
XP|Y,....Y,) = : B.1
pATIY T p (i, %) (&1
Das Rauschen fiir das Einzelpunktmodell
N; =Y, — H’XP (B.2)

besteht in der Abweichung des tatsdchlichen vom theoretisch erwarteten Signal
am jeweiligen Organ. Unter der Annahme stationarer, statistisch unabhangiger
Normalprozesse fiir die Erzeugung sowohl von zP(t) als auch n;(t) faktorisiert
fiir die Fourier-Transformierte einer Wellenform /ikelihood

p(Yi,. . Y| X) ~ exp [Z NV ()l dw] (B.3)

On (W>2

i

und die Wahrscheinlichkeit a priori

p (XP) ~ exp [/ de] . (B.4)

o (cu)2
Weiter definieren wir
L:=—-lnp(XP|Y,....Y,)], (B.5)

das dann die Form

[l (G L g

annimmt, wobei C' eine von XP unabhangige Konstante bezeichnet, die sich aus

der Normierung des posteriors ableitet.

Die iibliche Methode den posterior zu maximieren besteht in der Suche nach
einem Minimum von L im Raum, in welchem sich XP bewegt. Diesen speziellen
Schitzer wollen wir als XP bezeichnen. Er 138t sich finden durch Lésen der

Gleichung
oL

oXP

~0. (B.7)

XP=XP
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Unter Verwendung der Definition von o erhalt man

S5 Yi(w) — HP (@) XP @) HP* (@) %o ©

o (w)? o (W)
> [H;’* (@)Yi (@) = |HP @)F X° ()] =0 @) X* (@) = 0 (B9

%

und endlich nach XP (w) aufgel6st
oy D@1
> HY @) + o (w)°

Ein scharfer Blick auf diese Gleichnung zeigt, daB sie mit Gleichung (4.16) dqui-
valent ist, falls

(B.10)

N HY (w)
SP(w) = S 5 5
> [HY (W)" + 0 (w)

was wiederum dem Resultat (4.26) entspricht.

B.2 Gesamtfeld-Rekonstruktion

Vorausgesetzt es gelten die selben Regeln bzgl. statistischer Unabhangigkeit
erweitert um jene der verschieden Quellen, faktorisiert analog zum vorange-
gangenen Abschnitt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Menge von Wellenformen
{XP1 ..., XP%} und der logarithmierte posterior, wie in Gleichung (B.5) de-
finiert, ergibt sich zu

L=-%" |N w) Z/‘Xp Sl (B.11)

- w w
i

Wie bereits in 4.3.1 festgestellt, ist das an den Organen gemessene Signal nach
Gleichung (4.31) eine Uberlagerung der durch die Quellen XP erzeugten Einzel-
wellen und entspechend gilt dieses Mal fiir das Rauschen?

N; =Y, = > HPX". (B.12)

p

2Fiir den Rest der folgenden Ableitung werde ich das das Argument der Funktionen ei-
ner vereinfachten Notation halber geflissentlich verschweigen. Da jedoch alle vorkommenden
Funktionen in den folgenden Gleichungen dasselbe Argument w besitzen, sollte dies zu keinen
Doppeldeutigkeiten fiihren.
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Wir suchen erneut das Minimum von L, also muB gelten

oL
0.X4

—0 (B.13)

Xa—Xa

und weiter

[Yi -3, H;’XP} HY  %a

> = 2l = 0 (B.14)
> H;**n—H;**ZH;’Xp] _omXe = 0. (B15)
i P

Dieses Gleichungssystem |38t sich seine Losung nicht an der Nase ablesen, aber
da es linear in Y ist, 1Bt sie sich in jedem Fall als

XP =) " SPy; (B.16)
J
schreiben. Diesen Ansatz in Gleichung (B.15) eingesetzt, ergibt sich

Z(Hf*n—ﬂs*ZHst%>‘0"225;-’19 -0 (1)
j J

i P J
> (H;** =Y > HFHPSP - UPQS;‘) Y; = 0. (B.18)
J p i

Ein idealer Schitzer XP muB unabhangig sein von der individuellen Realisierung
der verrauschten Messungen Y. Daher gilt ohne Beschrankung der Allgemein-
heit, daB jedes Einzelglied der Summe verschwindet und folglich

. [Z H¥ () HY () = 0P (w)” dap

Bleibt noch zu zeigen, daB dieses Gleichungssystem der Losung entspricht, wie
wir sie in Abschnitt 4.3.1

S (w) = H" (w) . (B.19)

J

> [Z HP (w) HP (w) + o (w)? 51»3-] S (w) = HF (w) (4.35)

i

128



- B.2. Gesamtfeld-Rekonstruktion

gefunden hatten. Zu diesem Zweck formulieren wir beide in Matrixschreibweise
um, wobei folgende Definitionen zur Anwendung kommen:

H, = HP (B.20)

(]

Dabei wird der Index p benutzt um die verschiedenen Rekonstruktionspositionen
durchzuzihlen. Wir bezeichnen nun mit H' die zu H adjungierte Matrix und
entsprechend fiir andere Matrizen. SchlieBlich symbolisiere 1 die Einheitsmatrix.
Gleichung (B.19) lautet dann in Matrixschreibweise

(HH' +0"1)S=H , (B.22)
und entsprechend Gleichung (4.35)
(H'H+o”1)S"=H'. (B.23)

Da oP? > 0 stets gewihrleistet ist, haben beide Gleichungsysteme eine eindeutige
Losung, da eine Matrix der Form AAT + 1 stets invertierbar ist. Wir setzen die
Losungen beider Systeme gleich und zeigen, daB diese Behauptung immer wahr
ist

(HH +071) ! HTT — (HH'+071) ' H (B.24)
H |(H'H + 0*%1)'| - (EH +o71) 'H (B.25)
(HH' +0”1)H = H(H'H +071) . (B.26)

Da die Einheitsmatrix mit jeder anderen Matrix vertauscht, ist die Bedingung
fir die Gleichheit beider Losungen ist stets erfiillt, die Gleichungssysteme also
dquivalent (Franosch et al. 2004).
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Anhang C

Eigenschaften der numerischen
Simulationen

In diesem Anhang mochte ich zundchst vor allem darauf eingehen, wie die Im-
plentierung der Modelle in ein Computermodell bewerkstelligt wurde, um die
vorgestellten Simulationen durchzufiihren. Der zweite Abschnitt befaBt sich mit
der Implementierung des Spike-Erzeugungsprozesses und untersucht das interne
Rauschniveau, das durch diesen ProzeB erzeugt wird. Das Ergebnis kann fiir den
Poisson-Prozess verallgemeinert werden. Abschnitt C.3 schlieBlich veranschau-
licht die Konvergezproblematik, die nicht nur fiir das Computer-Modell auftritt.

C.1 Grundsatzliches

Die Dauer 7} eines Lernstimulus ist endlich (in unserem Fall T} = 2.048s). Fiir
die Impulsantworten und Riicktransferfunktionen gilt Ahnliches, da sie nur fiir be-
grenzte Zeit (ca. 500 ms) bemerkenswert verschieden sind von null. Daher lassen
diese Funktionen sich in einem Vektor begrenzter Lange erfassen. Wir samplen
die Funktionen 2P, y;, hf und s? an einer geraden Anzahl N, (z.B. 2048) Punk-
ten, die dquidistant mit Zeitabstand A; (0.001) liegen. Das Ergebnis ist der
N;-dimensionale Vektor xP mit den Komponenten x} := zP(;) und entspre-
chend fiir die anderen Funktionen.

Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) der N, Zahlen 7} ist definiert
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durch

XP = éx};exp PM(k _Zg(m_ 1)] (C.1)

und fiihrt auf ebensoviele unabhangige komplexe Zahlen XP, deren diskrete
Riicktransformation dann gegeben ist durch

2P = Nit Z XP exp [_27”““ _Nt)(m - 1)] . (C.2)

m=1

Die Eigenschaften einer so definierten Fourier-Transformation und eine Beschrei-
bung des zu ihrer Berechnung verwendeten FFT-Algorithmus sind bei Press
et al. (1992) nachzulesen. Fiir uns ist wichtig, daB fiir die diskrete Fourier-
Transformation nach Gleichung (C.1) gilt, daB sie eine Naherung der an gewis-
sen Punkten w,, gesampelten kontinuierlichen Fourier-Transformation von zP

darstellt
m

NiAy

und daB ein diskretes Aquivalent des Faltungssatzes giiltig ist.
FaBt man xP als Vektor in C"* auf, handelt es sich (bei von oben gewahlter
leicht abweichender Normierung) um eine unitdre Transformation, darstellbar

XP(wn) = AXP Wy 1= 2T

(C.3)

durch die Matrix U mit Komponenten

2mi(k — 1)(m — 1)

1
k Nt exp Nt ( )
und
XP=U- xP. (C.5)

Da die Eintrage in xP rein reell sind, ist ein Teil der Information im transformier-
ten Vektor XP redundant.

Wir erhalten nur V; unabhangige reele Zahlen, z.B. die Real- und Imaginartei-
le von XP fiir m = 0...N;/2.! Betrachtet man so die Real- und Imaginirteile
von XP als unabhangige Variablen, und ordnet sie in einem N;-dimensionalen
reellen Vektor XP an, so bildet Gleichung (C.1) eine lineare Transformation im

!Der fiir m angegebene Zahlenbereich umfaBt 1 + N;/2. Von den 1 + N;/2 komplexen
Zahlen haben jedoch zwei konstruktionsgemiB verschwindende Imgainirteile, namlich X} und

p
X1+Nt/2'
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R™, darstellbar durch eine Matrix U. Die genaue Form hingt davon ab, wie die
Real- und Imaginarteile in XP verteilt sind. In den Xenopus-Simulationen gilt

_ N,
P=R(XP,) , n:1...7t+1 (C.6)
XP — & p _Nt
n _\S<anlth/2> , N = 7+2Nt (C?)

und wenn man xP als reellen Vektor betrachtet folglich

XP=U. xP (C.8)
mit
1 (k—1)(n—1) B Ny
Unk—mcos[%r N, , n=1... 5 +1 (C9)
Unk = ! sin{QW(k_l)(n_l_Nt/Q)} n—%+2 N, .(C.10)
nk_\/m Nt 9 — 2 t - :

Wir werden diese Formulierung im Abschnitt C.3 wiederaufnehmen, um uns
die Konvergenzproblematik vor Augen zu fiihren. Die Fourier-Transformation
wird in den Xenopus-Simulationen nicht durch die aufwendige Matrix-Vektor-
Multiplikation berechnet, sondern wir verwenden einen fast-fourier-transform-
Algorithmus, welcher jedoch genau die beschriebene Ordnung der Vektorkom-
ponenten benutzt. Bei (komplexen) Multiplikationen der Vektorkomponenten,
wie sie fiir die Berechung der Riicktransferfunktionen bzw. deren Anpassungen
vonnoten sind, gilt es dies zu beriicksichtigen.

Wahrend die einzelnen Komponenten der Rauschvektoren n; auch im Zeit-
Raum statistisch unabhangig sind, da o,(w) konstant fiir alle w, und daher
die einzelnen Bins einfach mit gaussischen Zufallsvariablen mit entsprechender
Standarabweichung zu fiillen sind, ist x? ohne groBen Aufand nur im Frequenz-
Raum zu erzeugen, da hier auch fiir xP die Bins statistisch unabhangig sind.

C.2 Implementierung des neuronalen Maodells

Das neuronale Modell besitzt, auBer einigen zusatzlichen Faltungen mit dem
PSP &, deren Implementierung einfach nach dem oben angedeuteten Muster als
Multiplikation im Fourier-Raum erfolgt, gegeniiber den idealisierten Ansatzen
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zwei entscheidende Unterschiede. Zum einen besitzt es nur bei gewissen, un-
veranderlichen Verzogerungszeiten Synapsen, zum anderen wollen wir die Spike-
Generierung simulieren.

Ersteres wird in einem LernprozeB bewerkstelligt, indem man die Faltungen
eigentlich kontiuierlicher Funktionen mit voller Samplingrate A; = 0.001 s durch-
fiihrt, die jeweilige Anpassung der Synapsenstarken bzw. Riicktransferfunktionen
jedoch nur dort durchfiihrt, wo denn auch etwas vorhanden ist, um sich zu
andern. Ein direkt berechnetes Modell ware an diesen Stellen kiinstlich auf null
zu setzen, wobei noch einmal betont werden soll, daB ein mit voller Sampling-
Rate berechnetes Modell, dem im nachhinein gewissermaBen Synapsen abhanden
kommen, nicht ideal ist im Sinne der Minimierung des zugrundegelgten Fehlers.
Der Grund hierfiir ist, daB die DFT einer nicht dquidistant gesampelten Funktion
keine gute Naherung bildet fiir ihre kontinuierliche Fourier-Transformierte.

Kommen wir aber nun zur Frage der Spike-Generierung. Hier gibt es fiir
die diskrete Version eines Poisson-Prozesses grundsatzlich zwei Moglichkeiten.
Betrachten wir dazu die definierende Feuerwahrscheinlichkeit

Prob {AP in Faser iy in [t,t 4+ dt]} = [£Ry;(t) + Ro] dt . (6.10)

Ist d¢ nun nicht mehr infinitesimal, sondern wird durch einen unserer Zeitbins
von A; = 0.001s ersetzt, so ist es eine formale Moglichkeit bei entsprechend
hoher Ratenkonstante R oder Auslenkung y;, daB die Feuerwahrscheinlichkeit
iiber eins steigt. Man kann dies als Ausdruck der Tatsache sehen, daB nunmehr
auch mehr als ein AP in einem Bin auftauchen kann, und die entstehende GréBe
einfach als mittlere Feuerrate ansehen.

Eine andere Moglichkeit ware, in dieser Situation auf alle Falle ein AP zu
erzeugen, jedoch in einem Intervall niemals mehr als eines. Dadurch erhallt man
automatisch eine keineswegs unbiologische Begrenzung der maximalen Feuerate
R,, = 1/A,. Wir nihern also den Poisson-ProzeB durch einzelne binomialver-
teilte Zufallsvariablen in jedem Bin an, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten eines Spikes in der Afferenz i, bei t;

0 fir yu < —%
Diik = [Ryzk’ + Ro] At fir —% < Yir < @ (C].].)
1 fiir Hn2fo <y
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betragt und entprechend fiir 7_

0 fir —yy < -3
piik =S [~Ryw+ Rl A, fiir =& < —y; < Bmzfo (C.12)

Beide so erzeugten Spike-Train-Vektoren y;. und y; konnen in einem einzigen
Vektor y; := y;, — y:_ zusammengefaBt werden. Solange gilt |y;x| < Ro/R
besitzen dessen Komponenten den Erwartungswert

(Tir) = 2RA Y, - (C.13)

Bei Uberschreiten dieser Schwelle bis zur Sattigung Ro/R < yir < (Ryy—Ro)/R
ergibt sich der Erwartungswert

(Gir) = (R £ Ro)A, | (C.14)

je nachdem welche Afferenz gerade vollstindig inhibiert ist. Ry/R definiert also
eine erste Schwelle bei deren Uberschreiten die Steigung der Transfercharakteri-
stik sich dndert. Bei Uberschreiten der zweiten Schwelle ist der Erwartungswert
stets +1. Bei Samling-Raten von 1000 bins/s bedeutet dies eine Feuerrate von
1000 Hz, die wir in unseren Simulationen nicht erreichen. In Wirklichkeit ist aller-
dings durchaus eine voriibergehende Sattigung bei Raten noch unterhalb dieser
Grenze denkbar. Im Grenzwert A, — 0 erhalt man wiederum den Poisson-ProzeB,
da dann die Schwelle fiir die Sattigung beliebig groB wird.

In der Diskussion des Ergebnisses eines neuronalen Lernprozesses in Abschnitt
6.2.5 hatten wir die Spontanfeuerrate auf null gesetzt. Dieser Schritt vereinfacht
das Problem merklich, da so die erste Schwelle und die damit verbundene Nicht-
linearitat verschwindet. Ist dies nicht der Fall, so ist die Folge, daB die Erwar-
tungswerte (7ix)sg nichtlinear von der Auslenkung der Cupulae y;;, und damit
ebenso nichtlinear von allen x} abhingen. Unser Modell bricht vollstiandig zu-
sammen. Natiirlich erzeugt eine Minimierung des quadratischen Fehlers immer
noch einen optimalen /inearen Schatzer, es ist jedoch kaum moglich die entspre-
chenden Filter vorauszusagen, wenn nicht Ry/R entweder sehr viel kleiner oder
sehr viel groBer als die typischen Auslenkungen der Cuplae ist, so daB ;. sich
praktisch standig unter- oder oberhalb der Schwelle befindet und die Beziehung
zu x; doch wieder anndhernd linear ist.
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Das ebenfalls in Abschnitt 6.2.5 aufgeworfene Problem der mittleren Autokor-
relation von g;(¢) 1aBt sich in diskretisierter Form vergleichsweise unkompliziert
l6sen. Gesucht sind Erwartungswerte der Form (7;(t) §;(7)). Die erste Uberlegung
gilt der Frage, inwieweit unsere Vektoren ¢;;, die Spike-Trains g;(¢) annahern. Es
gilt

lim 3 ()., = / (Gi(t))y dt (C.15)

A —dt
k

und daher sollten wir eigentlich ¢;,/A; als Reprasentation von 7;(t) betrach-
ten. Bis auf den Fall [ = k, ist die Bestimmung der Erwartungswerte fiir die
Diskretisierung trivial, da fiir disjunkte Intervalle — Poissons Erbe — die Spike-
Wahrscheinlichkeiten statistisch unabhangig sind. Daher ergibt sich mit Ry = 0

(Uit Git)gg1p = B2 (Wi yar), VIFk. (C.16)

Fir [ = k ergibt sich scheinbar das Produkt der Zufallsvariable mit sich
selbst. Dabei wird aber unterschlagen, daB es in Wirklichkeit zwei Afferenzen,
d.h. zwei Zufallsvariablen sind, mit denen man es zu tun hat. Wir berechnen

<(l7i+k - @i_k)2> = <3312+k> + <§22,k> -2 <@i+k§i_k> . (C.17)
Das Mischglied verabschiedet sich groBziigig, da bei Ry = 0 die eine Afferenz
sicher schweigt, wenn die andere eine nichtverschwindende Feuerwahrscheinlich-

keit besitzt. Es seien p, und p_ die Wahrscheinlichkeiten, daB y;; > 0 bzw.
Yir < 0. Dann gilt

(Gisr = Gir)*)ogrp = P+ B A yirl)ip (F1)* + - RA (Jyael)y, (=1)* (C.18)
und da p; + p_ =1 weiter
((Gion — @z‘,k)2>sg7|p = RA(lyil)y, - (C.19)

Insgesamt ergibt sich

_ Okl

<yll€ yil>sg,|p = R2A? <ylk yil>|p + Kt (RA? <‘ylk‘>|p - RQA? <yz2k>|p) . (C20)
Fiihrt man die korrekte Normierung mit 1/A? ein und betrachtet den Grenzwert
fur Ay — 0

sg,lp

(Tik Ji k1) o
(T (te) 75 (1)) — i 2T sglp
Sg7|p At*’o A%

= R*{yi(ts) yi(n))p + 0(tk — 71) R (|ya(te) e - (C.21)

136



= C.3. Konvergenzproblematik

Man kann an dieser Stelle fragen, ob im Sinne einer moglichst realistischen
Beschreibung neuronaler Systeme der Grenziibergang tatsdchlich notwendig ist.
Echte Neurone besitzen eine absolute Refraktirzeit, die bestimmt, wann frithe-
stens auf ein Aktionspotential das nachste folgen kann. Der Poisson-ProzeB be-
sitzt zwar die Eigenschaft, daB die Wahrscheinlichkeit zweier Spikes innerhalb
eines sehr kurzen Intervalls gegen null geht, es sind jedoch trotzdem prinzipiell
Aktionspotentiale mit Zeitabstanden weit unterhalb der Refraktarzeit moglich.

Unser diskretes Aquivalent dagegen hat explizit die Eigenschaft, daB zwei
aufeinanderfolgende APs niemals geringeren Zeitabstand als die Lange des Sam-
pling-Intervalls A; haben konnen. Die Folge ist der Korrekturterm der Ordnung
A? in Gleichung (C.20), den wir im Grenziibergang verlieren. Er korrigiert den
Erwartungswert <g§k>sg um den Beitrag, der entsteht, falls die statistisch un-
abhingige Erzeugung eines zweiten Spikes im selben Intervall zugelassen wiirde.
Ein realistisches Modell ware dann erreicht, wenn A, klein sowohl gegen die
aufzulésende Korrelationszeit der y; als auch die Zeitkonstante 7. der PSP und
damit auch gegen die Breite des Lernfensters W ist, denn dann wird das Timing
der Spikes genau genug wiedergegeben, was fiir den LernprozeB entscheidend ist,
wahrend andererseits eine realistische Refraktarzeit durch das Sampling-Intervall
vorgegeben ist. Ist die Trennung der Zeitskalen nicht moglich, kommt man um
die explizite Betrachtung der Refraktdrzeit nicht herum. In unserem Fall gilt
7. = 10ms und A; = 1 ms. Letzteres kann als geniigend klein angesehen wer-
den. Die absolute Refraktarzeit der sensorischen Afferenzen 1aBt sich aus der Rate
eines Rezeptors in Sattigung ermitteln. Gorner (1963) miBt eine Sattigungsrate
von ca. 350 Hz, was einer Refraktarzeit von ca. 3 ms entspricht.

C.3 Konvergenzproblematik

Im diskretisierten Fall sind die Fehlerfunktionen E quadratisch in Sb mit m =
1...1+4 N./2. Der Fehler enthdlt keine gemischten Produkte unterschiedlicher
Frequenzen. Beziiglich S? kann die Hesse-Matrix C des Gesamtproblems ent-
lang der Diagonale zusammengesetzt aus 1 + NV, /2 Blockmatrizen C™ mit der
Dimension? 2N, gedacht werden, wenn N, die Zahl der Organe reprisentiertS.

2Bis auf C* und C'+Vt/2  da hier die Imaginirteile verschwinden.
3Der Faktor 2 riihrt daher, daB wir mit R(SP ) und $(SP ) zwei unabhingige reelle Ko-
ordinaten bei jeder Frequenz haben.
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Dazu miissen die Komponenten in SP abweichend vom in Wirklichkeit benutz-
ten Verfahren so angeordnet werden, daB Real- und Imaginarteil von S} stets
unmittelbar aufeinander folgen. Dann sind C™ ihrerseits zusammengesetzt aus

2 x 2-Matrizen der Form
m [ RYim) Yim))

und daraus ergibt sich die Spur
tr(C™) =Y |Val* . (C.23)

Die Summe der Eigenwerte von C™ (der Krimmungen in den jeweiligen Haupt-
kriimmungsrichtungen) skaliert also mit der mittleren Leistungsdichte an den
Organen, die wiederum, wegen der Filtereigenschaften der Wasseroberflache,
fiir niedrige Frequenzen wesentlich hoher ausfallt als fiir hohe. Ein weiterer, die
hohen Frequenzen dampfender Faktor kommt fiir neuronale Modelle durch die
Multiplikation des Lernschrittes mit dem Spektrum A. des PSP hinzu.

Die Hesse-Matrix ist positiv definit aufgrund der Konstruktion* des Fehlers;
die Hauptkriimmungen sind positiv. Daher konnen sich innerhalb der Spur posi-
tive und negative Eigenwerte nicht ausgleichen. Ohne die einzelnen Beitrage der
Eigenwerte in Gleichung (C.23) zu kennen, kénnen wir deshalb sagen, daB die
Eigenwerte von C™ wesentlich kleiner ausfallen als fiir C™2, falls m; > mso.

Wir befinden uns mit unserem Minimierungsproblem in einer Situation, die
das klassische Demonstrationsbeispiel fiir die Ineffizienz des Gradientenabstiegs
bildet. Unsere Fehlerfunktion bildet {iber den Koordinatenrichtungen ein schma-
les, langezogenes Paraboloid. Abb. C.1 verdeutlicht die Problematik. Der Pfad,
den der Gradientenabstieg nimmt, meandert zwischen den steilen Wanden des
Tales hin und her, wahrend er mit qualender Langsamkeit entlang der schwach
gekriimmten Richtung zum Minimum lauft. Wiirde man den Lernschritt groBer
wahlen um die Konvergenz in dieser Richtung zu beschleunigen, bleibt man in
den stark gekriimmten Richtungen zu weit vom Minimum entfernt. Je groBer die
Kriimmungsunterschiede, desto starker tritt dies zu Tage.

Fiir den Fall, daB die Konvergenz beschleunigt werden soll, ohne davon Ab-
stand zu nehmen, das Lernverfahren mit zufillig generiertem Input und nicht

*Es gilt 1/2 x'Cx = E > 0.
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Abbildung C.1: Minimierung einer durch die Héhenlinien verdeutlichten Funkti-
on, per Gradientenabstieg nach Press et al. (1992). Der ProzeB springt bereits
im ersten Schritt in das langestreckte Tal, um schlieBlich in Kleinstschritten
meandernd das Minimum zu erreichen.

etwa mit einer bereits gemittelten Abweichung durchzufiihren, kdnnte man mit
einem ausreichend groBen Lernschritt 7 starten, um sich in den schwach ge-
kriimmten Richtungen dem Minimum schnell anzundhern, und 7 im Folgenden
sukzessive verringern, um eine zufriedenstellende Minimierung auch in den stark
gekrimmten Richtungen zu erreichen. Alternativ dazu kénnte man AsP im n-ten
Lernschritt um einen sog. Impulsterm erweitern, der den Gradienten im vorher-
gehenden Lernschritt n — 1 beriicksichtigt

AsP = - K(f_) F(1—7) (5‘5_)] | (C24)

Die Situation entspricht der diskretisierten Dynamik einer Kugel, die im Feh-
lerparaboloid ins Minimum rollen soll. Dabei bestimmt + die Reibung, die so
eingestellt werden sollte, daB wir den aperiodischen Grenzfall treffen, in wel-
chem sich ,,die Kugel“ dem Minimum exponentiell anndhert. Dies ist konform
mit der Vorstellung, daB das Oszillieren des gewohnlichen Gradientenabstiegs zu
verhindern ist, um verbesserte Konvergenz zu erreichen.

Fiir beide Methoden gilt, daB sich die optimalen Parameter nicht ohne groBe-
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ren Aufwand berechnen lassen, und daher meist empirisch bestimmt werden. Ob
und wie sich diese Varianten neuronal implementieren lassen, ware zu priifen.
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Anhang D

Fehlende Synapsen

Um eine Vorstellung von den Synapsenstarken zu bekommen, die sich ergeben
falls die Synapsen nicht dquidistant liegen, eignet sich die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren.

Wir ermitteln das Minimum des erwarteten Fehlers

En:</ [ZJZ% gixe)(t—AL) — ZF (a,p xq*s)()] dt> :

ik
(6.24)
der seiner Konstruktion nach direkt auf die neuronale Lerngleichung (6.25) fiihrt.
Wir legen ein fiir alle Afferenzen einheitliches dquidistantes Gitter 7 mit axona-
len Verzégerungszeiten Al = kA, zugrunde. Der Zeitabstand A; muB so klein
gewahlt werden, daB alle real vorhandenenen Synapsen mit ihren Verzégergungs-
zeiten vom Gitter erfaBBt werden. Die Verzogerungszeiten, die in Wirklichkeit nicht
von einer Synapse abgedeckt werden, seien versammelt in den Mengen 7.°.
Man minimiert man den Fehler (6.24) unter Einhaltung zusatzlicher Zwangs-
bedingungen, namlich daB fiir Synapsenstarken mit zugehdriger Verzogerungszeit
AP € TP gilt J5 = 0. Die zu minimierende erweiterte Fehlerfunktion

Eoq = Ey + ZZA&JZ‘; (D.1)

enthilt die Langrange-Multiplikatoren A}, fiir die gilt A}, = 0, falls A}, & T.P
und damit J} keiner Zwangsbedingung unterliegend.

Die Ableitung nach den Modellparametern Jﬁ entpricht der in Abschnitt 6.2.4
gefundenen Gleichung (6.25), mit den Lagrange-Multiplikatoren als Korrektur-
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term. Um ein Minimum zu finden, muB also gelten

OFe  OE,

aJy — oJ}

~0. (D.2)

Dem aus Abschnitt 6.2.5 bekannten Verfahren folgend kann man zunachst den
Mittelwert iiber die Spike-Erzeugung bilden und das interne Rauschniveau be-
rechnen, fahrt dann mit der diskreten Fourier-Transformation fort und erhalt

i

—ZF qa, ) (XU wn)Y; (W) TP, }Ag(wm)At +A%, .

Nach Ausfiihren der Erwartungswerte iiber die Verteilung der Input-Signale erhilt
man das Gleichungssystem

Z [Z ng*<WM)HzP(Wm) + Up(wm)Qéij T?m =
A9
;F(p,Q)H}’*(wm) - oﬁ(wm)QXZ(wm)At : (D.4)

welches bis auf den Korrekturterm mit der Fouriertransformierten Aj = der La-

grange-Multiplikatoren dem Ergebnis (6.55) ohne Zwangsbedinungen enspricht.
Wir fassen dies als Operatorgleichung auf und verwenden die Diracsche Bra-

ket-Notation. Die Grundlage bilden auf C"t definierte Vektoren der Form

HP(w1) T
|HY) = : ,|TY) = : (D.5)
Hlp(th) T?Nt

bzw. die kartesischen Produkte im Produktraum CNe™Vt, 7z B.
|HP) := |HP) x |HD) x -+ x ‘H]‘\’,O> . (D.6)

Entsprechende Definitionen sollen fiir alle GroBen in Gleichung (D.5) gelten. Ist
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lejm,) der zur Komponente jm gehdrige Einheitsvektor, kann man die Operatoren

VP o= 3 [ wm) Ac(wn) A lem) {egml (D.7)
M= YO H)(HP 4 D 0™ ) (el (D.8)

definieren. Alle beide sind beziiglich des Index m diagonal, weshalb wir in den
bisherigen Betrachtungen beziiglich der Frequenz von ihrer Operatoreigenschaft
absehen konnten. (D.4) lautet als Operatorgleichung

M [T = 37 F(p,a) |[HP) — VP[AY) . (D.9)

p

Die Problematik ist nun, daB wir durch die Zwangsbedingungen die Hilbert-
Raume, in denen sich unsere Koordinaten bewegen, in je zwei Unterraume auf-
geteilt haben. In einem von beiden sind die Synapsenstdrken wahrend der Mini-
mierung frei beweglich und die Lagrange-Multiplikatoren sind auf null festgelgt,
wahrend die Situation im komplementdren Unterraum gerade umgekehrt ist.
Dummerweise sind die Projektionsoperatoren auf diese Unterraume in der Zeit-
domane diagonal, weshalb ihr Produkt mit M weder im Zeit- noch im Fourier-
Raum zu diagonalisieren ist.

Eine direkte Losung fiir |Y9) ohne die explizite Ermittlung der Lagrange-
Multiplikatoren ware moglich indem man auf Gleichung (D.9) den Projektions-
operator 1 — PP anwendet, wobei

PP =) P (D.10)
J

und 157.]_,, die Projektion auf den durch ’]}p definierten Unterraum bewirkt, in-
nerhalb dessen Jﬁ auf null geklemmt ist und die Lagrange-Multiplikatoren )\?I
nicht verschwinden. Bei der oben vorgeschlagenen Projektion verschwanden alle
Lagrange-Multiplikatoren, und die Invertierung von (IL—PP)M auf dem entspre-
chenden Unterraum wiirde uns direkt auf die Losung fiihren.

Der andere Weg fiihrt iiber die Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren
selbst. Dazu invertieren wir zunichst M. Die Anwendung von M~ auf den
ersten Summanden der rechten Seite von Gleichung (D.9) fiihrt auf die bereits
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bekannten Losungen ohne zusitzliche Zwangsbedingungen symbolisiert durch
|T9)! und damit

|TP) = |TP)— M 'VP|AP) (D.11)
PP|TP) = PPM 'VP|AP) (D.12)

Die Losung ergibt sich durch Invertieren des Operators auf der rechten Seite im
Projektionsraum. Welche der beiden Moglichkeiten man wahlt, um die Losung
explizit zu berechnen hangt von den Dimensionen der jeweiligen Unterrdume ab.

Um zu verstehen, was hier dem Grundsatz nach passiert, geniigt uns die
Betrachtung eines einfachen Sonderfalls, namlich daB eine einzige Synapsenstarke
JP 1, auf Null festgAeklemmt ist, mithin A% = 0 fiir alle j # jo und [ # lo.

Der Operator M besteht im Fourier-Raum betrachtet aus N; Blockmatrizen
(fiir jede Frequenzkomponente eine) der GroBe N, x N, mit Komponenten

Mij(wm) = > HP (@) HP (wpn) + 0P (win) 55 (D.13)
P
Es ist nicht schwer, auch diese Blockmatrizen noch zu diagonalisieren, da sie
aufgrund der Geometrie (zwei konzentrische Kreise fiir Rekonstruktions- und Or-
ganpositionen) im allgemeinen zyklisch sind. Eine unitdre Transformation mit
den in Abschnitt C.1 definierten Fourier-Matrizen? U und U~! fiihrt bei zykli-
schen Matrizen automatisch zur Diagonalform (Bellman 1970). Wir wissen also,
wie wir die einzelnen Blockmatrizen invertieren kdnnen, und erhalten die Inverse
M, indem wir die invertierten Blockmatrizen in die Diagonale schreiben.
In der Zeit-Domane formuliert und komponentenweise ausgeschrieben sowie
unter Verwendung der Definition

e e [ M
Ci(t) = F (aEQAE) (D.14)

lautet Gleichung (D.11)
Jh=Jh — Z Gij (AP — AR AL (D.15)
ik

'Da keine Verwechslungsgefahr mit einem Spike-Train besteht, und die Verwendung hier
sehr lokal erfolgt, mochte ich hier erneut die Tilde zur Anwendung bringen.

2Obwohl der Index, beziiglich dessen transformiert wird, an dieser Stelle ein anderer ist,
kann man trotzdem die eigentlich fiir ,, Zeitvektoren" eingefiihrten Fourier-Matrizen verwenden,
wenn man die Normierung auf die Dimension des zu transformierenden Vektors anpaBt.

144



=

Bei der Ersetzung der diskreten Riicktransformation von M;;(w,,) beziiglich m
durch das gesampelte kontinuierliche Aquivalent verschwindet die Normierung
mit A,.

Wenn wir mit Gleichung (D.12) das Gleiche anstellen, erhalten wir

0 = jJF())lo o Cjojo (0> Ai)lo (D16)
JP
Ny = (D.17)

Jolo Cjojo (O)

und daher o o
Giog (A% = A%4,) i

Cjojo (0) Jolo
Die Ersetzbarkeit einer Synapse J;;lo durch eine andere, namlich Jﬁ, mit Zeitab-
stand At := A7 — AP, wird beschrieben durch den Ausdruck (j,;(At)/jy5,(0),
wahrend der Lagrange-Multiplikator /\;?'Ol0 beschreibt, welche Starke eine Synapse
mit Verzogerungszeit A;)olo haben sollte, oder anders ausgedriickt, welche Syn-
apsenstarke es auf die anderen umzuverteilen gilt.

Betrachtet man ein Modell mit N, Organen und nur einer einzigen Rekon-
struktionpositition p, dann gilt mit C := Y, H + o2

(D.18)

P _ 7P

|HP[*  HY"HP -~ HYHY,
1 1 | HY*HP |HP]? ... HPHP
Mt=—1-——| 2" | _2| : (D.19)
oP? oP2(C : : :
HYrHY HEHP -+ |HBJ?

Es iiberrascht nicht, daB M~!, die ja die Fourier-Transformierten unserer , Um-
verteilungsfunktionen” (;; enthalt, wesentlich bestimmt wird durch die Korrela-
tionen zwischen den Antworten der einzelnen Afferenzen. Ist die Korrelation groB,
so ist die gegenseitige Kompensation der Synapsen effektiv und wird realisiert.
Ein Beispiel fiir so gewonnene ,, Ersetzbarkeitsfunktionen* zeigt Abb. D.1.
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—
N
|

—_
(@)

redistribution strength (%)

| | |
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Abbildung D.1: Umverteilungsstarken wie in Gleichung (D.18) fiir ein Modell mit
zwei Organen und einer Rekonstruktionsposition (0P = 0.1). Zwischen Synap-
sen derselben Afferenz (durchgezogene Linie) ist der Austausch innerhalb einer
Korrelationszeit von ca. 8 ms besonders effektiv. Diese GroBe ist daher auch die
Grenze, innerhalb derer die synaptische Plastizitdt bereits vorhandene oder ent-
stehende Locher im Synapsenfeld ohne Qualitdtsverlust zu kompensieren in der
Lage ist. Der Bereich innerhalb 1 ms um At = 0 ist nicht gezeigt, da dies den
kleinsten benutzten Synapsenabstand darstellt. Eine Umverteilung synaptischer
Starke auf anderere Afferenzen (gestrichelte Linie) muB natiirlich die Laufzeit-
differenz (hier ca. 10 ms) beriicksichtigen. Der Winkelabstand beider Organe
betragt 30°. Die Quadrate bzw. Kreise zeigen die Mittelwerte der tatsdchlich
realisierten Umverteilungsstarke aus zehn Lernsimulationen in den betreffenden
Afferenzen. Der Synapsenabstand betrdgt 1 ms.
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