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24. Vektordifferentialausdriicke in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Gegeben sei das orientierungstreue Koordinatensystem z : R3 — R3,

1’1(Q17Q2,Q3)
xriq= (6]1,6_127%) = $2(Q1,CI2,CI3)
I3<C]1,C]27(I3)

aus Aufgabe 8. Seien dx und dq die Jacobi-Matrizen der Abbildung x bzw. deren Umkehr-

abbildung ¢, die Vektoren

(@)= ()

und der metrische Tensor g = (g;;) mit

1. Zeigen Sie, dass

und dass ¢ invertierbar ist.

2. Der Vektor v sei

Zeigen Sie, dass
v! = 0qv

i ~1,
v—g gij €jov.
J

3. Zeigen Sie, dass fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v gilt

und

uov=ul gvl.

4. Zeigen Sie, dass fiir den Gradienten (V®)? in g-Koordinaten mit V4 := (9,,, 0y,, 0ys)
gilt
(VO)! =g 'Vid.



5. Zeigen Sie, dass fiir die Divergenz gilt

1 0 ;
Vowv= \/thzﬁqi <\/detgv) .

i

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass

(Vo’u)det@m:aiql[vo(eg xeg)}—l—%[vo(e;; xel)]—i-aiqg['vo(el X €e)]

und dass fiir eine beliebige Matrix A € R**® und beliebige linear unabhingige Vekto-
ren e, ey, ez € R3 gilt

det(Aey, ey, e3) + det(ey, Aes, e3) + det(eq, e, Aes) = Sp (A) det(ey, e, €3) .

6. Zeigen Sie, dass fiir den Laplace-Operator gilt

1 0 0D
AP = —— — detgg;l— ) .
Vdet g %: 0q; ( 9 G (9qk>

7. Schreiben Sie den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator in Zylinder-
koordinaten
rcos(yp)
z(q) = x(r,p,h) = | rsin(y)
h

Anmerkung: Fiir das Vektorprodukt zweier Vektoren u und v gilt

U X v= g 5ijkuzvfg,;l1\/detgel,

ijkl

was man unter Verwendung von (u X v)’ = Zj giglej o (u X v) zeigen kann, wir jedoch
nicht benotigen.

Besprechung der Ubungen Montags 12-14 PH127, Mittwochs 8.30-10 HS2 und Donnerstags 10-12 HS3.
Ubungsleitung: Dr. Moritz Franosch, mail@Franosch.org, http://www.t35.ph.tum.de.



