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27. Vektordifferentialausdriicke in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Gegeben sei das orientierungstreue Koordinatensystem z : R® — R3,

Il(Qla(h»QS)
xriq= (CI1,Q2>CI3) = 552((]1,6127(13)
$3(Q17Q27Q3)

aus Aufgabe 8. Seien dx und dq die Jacobi-Matrizen der Abbildung x bzw. deren Umkehr-

7 q * a ; q

und der metrische Tensor g = (g;;) mit

gij(q) = ei(q) o e;(q).

1. Zeigen Sie, dass
det Oxr = /det g.
und dass g invertierbar ist.

2. Der Vektor v sei

v(x) = Zvj(:v) e;.
J
Bezeichnen wir den Vektor v in ¢-Koordinaten als

Zeigen Sie, dass
v?=0qv

v = g giglejov.
J

3. Zeigen Sie, dass fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren v und v gilt

und

uowv =ull go?.

4. Zeigen Sie, dass fiir das Vektorprodukt zweier Vektoren u und v gilt

U X v= Zsijkuing,;llx/detgel.

ijkl

Hinweis: Verwenden Sie (u x v)' =3~ gij'ejo(uxv).



5. Zeigen Sie, dass fiir den Gradienten (V®)? in ¢-Koordinaten mit V? := (9,,, 04y, Ogs)
gilt
(Vo) =g 'VId.

6. Zeigen Sie, dass fiir die Divergenz gilt

1 0 ;
Vowv= \/mza% <\/detgv) .

i

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass

0
\Y det 0r = — — —
(V ow)det Ox o0, [vo(ey x e3)]+ 90 [vo(es x er)]+ o0 [vo (e X es)]
und dass fiir eine beliebige Matrix A € R**® und beliebige linear unabhingige Vekto-
ren e, ey, e3 € R? gilt

det(Aey, ey, e3) + det(ey, Aes, e3) + det(eq, s, Aes) = Sp (A) det(ey, e, €3) .

7. Zeigen Sie, dass fiir den Laplace-Operator gilt

1 0 0P
AP = —— —_— detgg,'— ) .
Vdet g %: dq; ( 9 Gin 6qk>

8. Schreiben Sie den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator in Zylinder-
koordinaten
rcos(p)
z(q) = x(r,p,h) = | rsin(p)
h

28. Schwingende Platte

Eine sehr grofle ebene Platte bewege sich mit Amplitude a in ihrer eigenen Ebene har-
monisch mit Kreisfrequenz w in einem inkompressiblen Newton’schen Fluid (kinematische
Viskositét v) hin und her. Welche Stromungsgeschwindigkeit v(z,y, z,t) bildet sich im
Fluid aus? Die Platte befinde sich in der x, y-Ebene und bewege sich parallel zur x-Achse.
Vernachléssigen Sie die Schwerkraft.
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Ubungsleitung: Dr. Moritz Franosch, mail@Franosch.org, http: //www.t35.ph.tum.de.



