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20. Vektordifferentialausdriicke in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Gegeben sei das orientierungstreue Koordinatensystem z : R3 — R3,

$1(Q1,CI2,CI3)
xriq= (611uQ2>Q3) = $2(Q1,C]27Q3)
$3(Q1aQ2yQ3)

aus Aufgabe 9. Seien 0z die Jacobi-Matrizen der Abbildung x bzw. deren Umkehrabbildung

q, die Vektoren
Ox

0q;

ei(q) = -—(q)

und der metrische Tensor g = (g;;) mit
9i5(q) := ei(q) o €;(q) .
1. Zeigen Sie, dass
det 0r = +/det g.
und dass ¢ invertierbar ist.

2. Der Vektor v sei

v(x) = Zvj(:v) e;.
J
Bezeichnen wir den Vektor v in ¢-Koordinaten als

Zeigen Sie, dass
v! = 0qv

vt = g giglejov.
J

3. Zeigen Sie, dass fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren w und v gilt

und

uowv =u!’ go?.

4. Zeigen Sie, dass fiir das Vektorprodukt zweier Vektoren uw und v gilt

U X V= Zgijkuing,;llx/detgel.

ijkl
Hinweis: Verwenden Sie (u x v)' =3~ gi;'ejo (uxv).
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5. Zeigen Sie, dass fiir den Gradienten (V®)? in g-Koordinaten mit V? := (9,,, 04y, Ogs)
gilt
(Vo) =g 'Vid.

6. Zeigen Sie, dass fiir die Divergenz gilt

1 0 ;
Vowv= \/m;&h (x/detgv> :

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass

0 0 0
(Vowv)detox o0 [vo(ey x e3)]+ 90 [vo(es x e+ o0 [vo (e X ey
und dass fiir eine beliebige Matrix A € R3**3 und beliebige Vektoren ey, e;, e3 € R3

gilt
det(Ael, €9, 83) —+ det(el, A627 63) + det(el, €9, Aeg) = Sp (A) det(el, €9, 83) .

7. Zeigen Sie, dass fiir den Laplace-Operator gilt

1 0 0P
AP = ——— — [ /detggl— ) .
Vdet g %_: dq; ( 9 Jik 8qk>

8. Schreiben Sie den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator in Zylinder-
koordinaten
rcos(yp)
z(q) = x(r,,h) = | rsin(yp)
h

Besprechung der Ubungen am 19.1.2004 um 14.15 Uhr im Raum PH 127 (Garching).
Ubungsleitung: Moritz Franosch, mail@Franosch.org, http://www.physik.tu-muenchen.de/lehrstuehle/T35/.
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