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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Der Helmholtz’sche Fundamentalsatz

Der allgemeine Ort und die Verdnderung eines deformierbaren ausgedehnten Korpers lasst
sich fiir ein hinreichend kleines Volumen desselben und fiir eine hinreichend kleine Zeitén-
derung At darstellen als Summe

e ciner Translation
e ciner Rotation
e und Deformation (Dehnung und Stauchung).

Dies hat vorldufig wenig mit Bewegung zu tun, sondern ist ein Theorem zum Verhalten
eines Vektorfeldes u(x) € R?, das heifit, eine differenzierbare Abbildung des R? in sich
selbst.

Lemma 1 (Vektorprodukt und antisymmetrische Matrizen)

Eine antisymmetrische 3x3-Matrix ldsst sich immer als Vektorprodukt schreiben.

Beweis:
Eine Matrix A = a;; ist nichts anderes als die Darstellung einer linearen Operation be-
ziiglich einer Basis. Wenn diese Darstellung antisymmetrisch ist, gilt a;; = —aj, also
a; = —az;; = 0, und damit:
0 —c b
A= c 0 —a ,
—b a 0
sowie
0 —c b 1 bxs — cx
Ax = c 0 -—-a To = | cx1— axs
b a O T3 axy — bxy
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Nun definieren wir den Vektor

a
a = b
c
und es gilt fiir alle ax:
a T bxs — cxo
axx=| b | x| 29 | = cxt;1—axs | = Ax.
T3 ars — bxq

0
Sei nun y := @ + h ein Punkt in der Néihe von @, dann kann man u(y) = u(x + h) in eine
Taylor-Reihe entwickeln:

w;i(z + h) = u(x +Zauz )hj + O(h?) (1.1)
In Vektorschreibweise ergibt sich:

u(z + h) = u(z) + Oul|h + O(h?)

81“ definiert, also eine 3x3-

Hier haben wir den Tensor zweiter Stufe dul|, = (0;u;) =
Matrix, die wir im Folgenden in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
zerlegen:

u(y) = u(z + h) = u(z) + \B(@u + 8uT)lh + \B(@u - aﬂl h+OM?)  (12)

-

TV
=:D (symmetrisch) =:A (antisymmetrisch)

Beide Matrizen D und A sind reell, somit ist die Matrix D wegen ihrer Symmetrie hermi-
tesch (also selbstadjungiert). Laut (1.2) gilt:

1 (0u; Ou, 1
dij = 5 : L) = S (05u; + Oyuy) = dy
j 2<8J:j+8xi) 2(1“ + Oiuy) j
ij = 5 - = - (0ju; — Ojuy) = —ay;
@i (3:1:]- 8%) 2( U u;) @ij
und wir kénnen dank des obigen Lemmas schreiben:
a
Ah=a x hmita=| b
c
und )
a = —Q3 = 5(32U3 - (93U2) 1
= aiz — %(&;ul — 81U3) a — §rotu = §V X Uu
= —G12 = %(aﬂtz — Ohuy)
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Hier haben wir den Nabla-Operator V eingefiihrt:

Sei nun u(x) die Andgrung an der Stelle & wihrend einer Zeit At, d.h. u(x) = v(x,t)At.
Dann wire u(y) die Anderung eines benachbarten Punktes y und somit, unter Vernach-
lissigung von Termen der Ordnung h? und hoher:

1 w
u(y) = v(x,t)At + —(rotv)Atxh + Dh
7 N——— 2 .,
z+h u(x) wA‘tth
Translation + Rotation +  Deformation

Die Matrix D heifit Deformationstensor. Sie ist mittels einer orthogonalen Transformation
O (Orthogonalitit < OTO = 1) in Diagonalgestalt zu bringen:

M 00
O'DO=1[ 0 X 0 | =diag(\i, A2, N\3)
0 0 M\

Begriindung (vgl. Quantenmechanik):

e Eigenwert-Problem fiir den Eigenvektor (EV) e, und dessen Eigenwert (EW) A:
Dey=Xey, = (D—Al)ey=0undey#0 < det(D—-A1)=0

T T
EVv EW

Da die Determinante ein Polynom n-ten Grades ist, folgt daraus, dass es in der Regel
n Eigenwerte gibt.

e EBigenwerte einer hermiteschen Matrix sind reell:
Wir gehen vom folgenden Skalarprodukt R"™ — C(77kein hoch n) aus:

(elf) =3 cifi.

welches linear im rechten Glied ist, der Stern * bedeutet eine komplexe Konjugation.
Mexlen) = {ev|Dey) = (Dexlex) = X" (exlen) .
D hermitesch

so dass

(A—=A"){exlex) =0
gilt. Es ist also entweder A — \* = 0, oder (e |ey) = 0.
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1. Fall: A=)
Zuerst betrachten wir den Fall
A=)\ = A=X){(exlex) =0 = A=X"€R
——
#0, da Skalarprodukt pos. definit

Das heift, die Eigenwerte sind reell.

2. Fall: (ey|ey) =0
Setze
(e,\/|€A> = O\

Dies geht immer, da wir

n
Zef\ieki = (ex|en) =: 1
i=1
eR+

setzen konnen??. Das heifit, die Eigenvektoren sind orthonormal. Bemerkung:
Wenn der Eigenwert A\ entartet ist, kann man die Eigenvektoren im Eigenraum,
der zu A gehort, orthogonalisieren.

e Wir bilden die Matrix
O := (e, ey, ...,e,) = DO = (Dey,Dey,...,De,) = (\ej, e, ..., \e,) =

€11 - €E1n A1 0
= : : = Odiag{\;} = O7'DO = diag{\;}
€n1 €nn 0 /\n

Auflerdem ist O orthogonal:

0'0 = ’ (e1,es,--- ,e,) = diag{(e;le;))} =1 = 00" = O = O™

Shy e

e
Damit haben wir die Behauptung gezeigt:
O~'DO = 0" DO = diag{\;}
O

Also, eine orthogonale Matrix ist invertierbar, O~! = OT und normerhaltend (also lingen-
treu), denn:

10z|* = (Oz|Oz) = (2|0 Oz) = (x|x) = ||
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O
Damit ergibt sich, dass O eine Rotation oder eine Rotation zusammen mit einer Inversion
(x — —a) sein muss, was konsistent mit

1= det(QTg) = det(O7)det(0) = det(0)? = det(0) = £1

1
ist.
Hier haben wir implizit und 0.B.d.A. angenommen, dass die Matrix O reell ist. Man kann
O immer reell wiahlen, da D und A, sowie ey reell sind:
Dey = Aey, D und A reell .
Dass die Eigenvektoren ey reell sind, sieht man folgendermafien: Sei
e, = Re(ey) + ilm(e))

(komponentenweise), dann gilt

(D — MRe(ey) +i (D — A)Im(ey) =0,

J .

-~

~~
=0 =0

so dass wir uns 0.B.d.A. auf Re(e,) beschrianken kénnen.
Im Folgenden benutzen wir fiir die normierten (!) Eigenvektoren |e,) die Schreibweise |A).
Diese bilden im R" eine Basis

= f2) = 3 el = {ule) = D e (uld) = e,

A A b

und mit (\|x) = ¢, gilt:
x) = A) (Ax) = 1|x), Vo
) ;\ ) (Mz) = Tx)
Cx

wir erhalten damit eine Zerlegung der Einheit:

1= N\

Korollar 2 (Spektraldarstellung)

Eine hermitesche, also eine selbstadjungierte Matrix besitzt die Spektraldarstellung

D =) "IN
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Beweis:
Py :=|A)(\| ist ein Projektionsoperator, das heifit

Pf = P,\\:,_/P;,wobei PA|£D> = |>\><)\|$> = 8/\<8)\|$>.
(Prz|y)=(z|PAy) Y,y nach Def. von |\)

Nehmen wir nun einen Eigenvektor |\), so gilt:

——
Oxn!

(Z |A>A<A|> X) = ST IAQIX) = XIX) = DY)

A A

Da die Eigenvektoren eine Basis bilden, ist der Beweis komplett. [

Bei unserer obigen Zerlegung des Vektorfelds w erhalten wir eine Translation (evident), eine
Rotation (s.u.) und eine Deformation OT DO, die i. A. durch die Transformation OT DO
in einem anderen Koordinatensystem als das Vektorfeld selbst betrachtet wird, ndmlich in
dem, in welchem D die Diagonalgestalt

OTDO = diag(e1, &2, €3)
annimmt, wobei die €; € R und entweder eine Streckung ¢; > 1 oder eine Stauchung ¢; < 1

darstellen.

1.1.1 Rotationsmatrizen und Drehungen

Wie wir gesehen haben, lief sich die Anderung des Positionsfeldes wihrend einer Zeit At
schreiben als:

1 w
u(y) = v(x,t)At + Z[(rotv)At] xh + Dh
x+h u(x) >
[wAt]xh
Translation + Rotation +  Deformation
Ah

weil nach dem Lemma eine antisymmetrische Matrix A sich als Vektorprodukt schreiben
lasst - und umgekehrt, wie der Beweis sofort zeigt. Im Klartext, infinitesimale Drehungen
(At — 0+) entsprechen antisymmetrischen Matrizen. Wie sieht eine Drehung um den
Winkel ¢ aus? O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Drehachse z-Achse ist, so dass:

cosp —sinp 0
D=| sing cose O
0 0 1
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Kann man dies auch als Folge infinitesimaler Drehungen darstellen? Das kann man durch-
aus. Dazu definieren wir uns einen kleinen Drehwinkel Ap := ¢/n:

1 —¢/n 0 0 -1 0
Dig/n) = | o/m 1 0]l=1+2[1 0 o0
0 0 1 "\o0o 0 0

antisymmetrischer infinitesimaler Generator: d,D(p)|p=0=:t:

Mit Hilfe der Reihenentwicklung (1 & z)™ = 1 4+ ma + O(z?) lisst sich zeigen:
D(p) = lim [D(p/n)]" = lim (]1 + ftz) —: Pl
n—00 n—oo n

was anschaulich einer Aneinanderreihung inifinitesimaler Drehungen entspricht.
Interpretation:
Hier betrachten wir nur die z- und y-Komponente, da die z-Komponente invariant bleibt,
das heifit, wir betrachten die 2 x 2-Matrix:
0 -1
(1)
1. Berechne explizit > £-¢7.
n=0
0 -1 0O -1\ (-1 0 _ 1
1 0 1 0 N 0o -1/

Wenn wir die ersten Terme der Reihe anschreiben , erhalten wir damit:

Beachte dazu:

2 3 4
¥ ¥ ¥ o

2 4 3 .
A g _ . _ [ cosp —sinp
(1 o + A j:) ]1—|—<g0 3l j:...)tz 1 cosp+t,sinp ( sing  cosp )

oo

2. Was t, auch sein moge, ) Zrt7 ist fiir n x n-Matrizen immer konvergent.
n=0

3. Die Matrix it, ist eine hermitesche Matrix, hier ist:

it, = ( (1) 61 ) = 0y, Pauli-Matrix mit O'Z =1

so dass wir die Spektralzerlegung anwenden koénnen:

SINAA=¢ =" =30 [A)AT (A
A A

~ N

e—igo (itz) _ Z |/\> e—izp>\</\|

Bemerkung: f(¢) = > |\) f(¢)(\|, mit f stetig, f muss also nicht notwendigerweise
X

stetig differenzierbar sein.
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Es gibt drei Erzeugende, also infinitesimale Generatoren fiir die 1, 2 und 3-Richtung:

00 0 0 0 1 0 -1 0
ti= 00 -1 ], 6= 0 00], =1 0 0
01 0 10 0 0 0 0

die natiirlich alle antisymmetrisch sind, so dass fiir eine Drehung um eine Achse, die parallel
zum normierten Vektor 7fv sei, mit dem Drehwinkel ¢ gilt:??

Erzeugende (it ) = lim (]l + Lt )n :
n

n—oo

wobei t dhnlich den Pauli-Matrizen der Vektor der Erzeugenden ist:

Auflerdem gilt fiir den Kommutator [t1,ts] := tity — taty:
[t1,t2] = t3 und zyklisch
so dass in der Quantenmechanik, mit o = 1,2, 3 gilt:
lo :=iht, = [l1,l3] = ihl3 und zyklisch

mit der Quantenzahl [; hier ist [=1 und wir befinden uns damit in 2/ + 1, also in 3 Dimen-
sionen.

1.1.2 Volumeninderung

Die Translation und die Rotation &ndern am Volumen nichts, bleibt nur die Dehnung
(Dilatation). Wir betrachten ein quaderformiges Volumenelement AV = ajagas vor der
Dehnung und AV’ = a}abaj nach der Dehnung. Wir definieren im Eigensystem des Quaders

AV —AV §
O=———= l+e)—1l=¢e +e+e3+0(e7),
= [a+e) - 1=t et e+ 0E)
i=1 Tr(eq) wird vernachléssigt

da

3

AV’ = diayay = H(l +&i)a; .

i=1

Hier wurde der Tensor g4 := diag(ey, e, e3) eingefiithrt. Eine Spur ist genauso wie eine

Determinante unter einer Basistransformation invariant, sie muss also fiir den Deforma-
tionstensor D aus dem Helmholtz’schen Fundamentalsatz dieselbe sein wie die Spur des
soeben definierten Tensors &4 :

TI'(D) = TI'(O_1€dO) = Tr(stO_l) = Tr(sd) =¢&1+¢E9+ €3 .
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Ergo:

T
Def.

O ="Tr(e) = Zéii = Z oyu; = divu

1.1.3 Gleitung bzw. Scherung
Die Verzerrung in z-Richtung triagt in 1.0Ordnung nichts bei!

Y1 A tany; — O

Yo A tanyp = 28— ¢

— "o/
a

} M+ Y2 = 01 + 0261 = 2612, usw.

1.2 Einige Fakten aus der Vektoranalysis

1.2.1 div, rot, grad

Definition 3 (Vektor)

Eine Grofle heift Vektor, wenn sie sich bei einer orthogonalen Transformation

z'=0x mit 0'0O=0"'0=1
T TV
(cvij) Matrix orthogonal

des Koordinatensystems ebenso wie der Radiusvektor @ = (xy,x9,x3) verhilt.
Skalar heifit eine Grofle, welche gegeniiber dieser Transformation invariant ist.

Damit ergibt sich mit dem Vektorfeld A’ = OA fiir div'A”:

i Kettenregel ik

= Z(axkalej><8x;alkx;> = Z Qi Qi akaJ = Z 8jAj =divA

ik ik 5k J

Die Divergenz ist also invariant bzgl. einer orthogonalen Transformation.

Wir wollen nun schauen, was div, rot und grad genau bedeuten. Um rot A fiir ein gedrehtes
Koordinatensystem zu definieren, erinnern wir uns wieder daran, dass wir ein Kreuzprodukt
auch als Multiplikation mit einer antisymmetrischen Matrix schreiben kénnen:

a 1 0 —c b 1
b X | w2 = c 0 -—a To
c T3 b a O T3

Was passiert mit dem Kreuzprodukt unter einer Inversion? Nichts, da sowohl a und x
gespiegelt werden:
axx— —ax(—xr)=axzx.
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Ein Kreuzprodukt und damit auch die Rotation rot A ist also invariant bzgl. einer Inversion.
Ein ,normaler® Vektor wird aber invertiert. Diesen nennt man deshalb einen polaren, im
Gegensatz zur Rotation rot A, die azialer Vektor genannt wird.

Es ist nun an der Zeit, eine integrale Definition der Rotation und der Divergenz neben die
differentielle zu stellen. A sei ein Fluss, mit Grofle und Richtung und der Punkt x, sei
umgeben von einer geschlossenen Fliache F mit Flacheninhalt AF und Rauminhalt A7. Es
gilt:

1. Divergenz:

divA := lim L A-dF, mit A-dF = ( dF

AF=0 AF ’&/-4)
F =An

Diese Definition ist unabhéngig vom benutzten Koordinatensystem, die explizite Dar-
stellung natiirlich schon.

Beweis:

Wir werden zwei Beweise verfolgen. Erstens, man nehme ein infinitesimales Parallel-
epiped und bestimme die Komponenten A; entlang der Fléchen,

/[Al(x + Azx) — Ay (x)]dady = /Amdxdy(@x/ll) =AF0 A
Tayl(T)r N ,
AF

entsprechend fiir die y- und z-Flachen, so dass insgesamt
leA == 61A1 + OQAQ + 83A3

Das hétte man auch in n Dimensionen so zeigen koénnen.
Zweitens, dank Gauf:

L aar— L [avadr s e
(AF)/ ' _F/ A dF o divA(P)

2. Rotation:
Die Komponente des Vektors rot A entlang der Achse a ist folgendermaflen definiert,
wobei wir diesmal eine nicht geschlossene Flache F' mit dem Rand C betrachten, AF
ist wieder der Flacheninhalt.

. 1
rot, A := AI}TIEOE%A -ds
<0 —

Lord Kelvins ,,Zirkulation”
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Auch hier ist die Definition wieder unabhéngig vom Koordinatensystem, im Gegen-
satz zur expliziten Darstellung.

Wir skizzieren zwei analoge Beweise zur Divergenz. Dazu nehmen wir an, dass F' ein
infinitesimales Quadrat ist und senkrecht auf der z-Achse steht. Aulerdem soll sich
der Punkt P auf der Fliache befinden.

Fiir den ersten Beweis setzen wir @ = (1,0, 0), wir berechnen also die z-Komponente:

]{ A-ds— / = A(= + A2) + As(2)]dy+

AF
—~
+ /[AB(Z/ +Ay) = As(y)ldz = AyAz(=034; + 5p4s)

Taylor

und das fithrt auf die wohlbekannte z-Komponente der Rotation in ihrer differenti-
ellen Form.
Andererseits gilt laut Stokes:

Mlttelwertsatz
AF %Ads =AF /rotAdF — arotA(P)

Also, es passt alles.

Bemerkung: Man kann die Alternativdarstellung von div und rot auch schén verwenden,
um sie in anderen orthogonalen Koordinaten auszudriicken. Seien p,, 1 < p < 3, die
Parameter der drei Fldchenscharen. Es gilt

d$2 — Zgidpi — dSU = gudpl“ 1 S ,UJ S 3
o

also (dsj, dsy,dss3) anstelle von (dz,dy,dz). Damit ergibt sich:

gradU = (0,U,0,U,0,U) = (g o U, = 82U 83U) in orthogonalen Koordinaten
1

Fiir ein Parallelepiped mit Kanten As;, 1 <17 < 3, ergibt sich

divA =

910293 [am (g293A1) + Opy (9391 42) + Ops (919245)]

und wenn man zu p; senkrechte Fliachen wéhlt,

1
roty A = ——[0,,(93A3) — Op;(g2A2)], usw.
9192

Bemerkung: Sei A = grad U ein vorgegebenes stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann
gilt rot A = 0.
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Zum Beweis kann man entweder alles explizit ausrechnen:

A =grad U = roty A = 0,03U — 030,U = 0, da die partiellen Ableitungen vertauschen

fAds = /rotAdF

ds-A =90,Udx+0,Udy+0.Udz = A;dx; = dU = ds- A ist ein vollstanidges Differential

vollst andlges Diff.

oder mit Stokes:

Ein geschlossenes Wegintegral iiber ein vollstdndiges Differential ist immer null.

O:j{dU:j{Ads:/rotAdF

Da F' eine beliebige Flédche ist, muss rot A = 0 gelten.

Umgekehrt, falls rot A = 0, hiingt U(z) = [ Ads nicht vom Weg I' ab, denn mit Stokes:
F xTro—T
/Ads—l—/Ads—j{Ads—/rotAdF—O
—Ts

so dass f Ads = [ Ads nur eine Funktion von @ ist.

I
Nach der Obergrenze differenzieren liefert A = VU. Damit ist rot A = 0 die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Potentials. O

1.2.2 Tensoren

Wir betrachten eine orthogonale Koordinatentransformation:

:r; = E @Wa:,,

orthogonale Matrix

An dieser Stelle sei noch einmal an die Bedingung fiir die Orthogonalitit einer Matrix
erinnert:

ATA=1 & AAT =

n<oo

Die vorletzte Gleichung ist eine Darstellung des Vektors & = (x,) beziiglich des alten,
ungestrichenen und des neuen, gestrichenen Achsenkreuzes. Das heift:

I __ _ —1_./7 T _.1
r=Ax=xz=A mTAac:>xu E onl, E T,
orthogonal

Fiir die durch die Matrix e definierte quadratische Form F(z) soll gelten:

_ /
x) = g TpE Ty = E ), 5#1/ x,
%

deﬁmert e’
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Wir betrachten das Skalarprodukt

(x,cx) = (ATa! eATx') = (x', Ac AT &)

E/

so dass
g =AcAT & &), = E Qop O E v
kuv

Definition 4 (Tensor)

Ein Tensor € = (,,) 2. (n-ter) Stufe ist so beschaffen, dass sich die Komponenten
wie die Produkte der Komponenten zweier (von n) Vektoren transformieren (unter
einer orthogonalen Transformation).

Wir kommen nun zu den Invarianten eines Tensors 2. Stufe, d.h. einer Matrix. Bekanntlich

gilt:
TrAB =) (AB)uu =Y AwBy=> ByA, =) (BA),, =TrBA
1% nv

m v

det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA)
Deshalb gilt:

det(c') = det(AcAT) = det(A) det(e) det(AT) = (Qe\t/_f_l/)Q det(e) = det(e)

det(A) ==+1 orthogonal

Nun betrachten wir fiir §x 3-Matrizen ¢:

et A e €13 ‘
Dy = det(e + A1) = det €21 Exm+ A £ =:det e + AMA + AN Tr e+ \°
€31 €392 €33 + A ]Beﬁnition von A

mit
A = 11699 + €92€33 + £11€33 — €12€91 — €23E€32 — €31€13

Wir stellen fest:
D) = det(A(e + A\1)AT) = det(e + A1) = Dy, VA

und da die Determinante sowie die Spur, wie oben gezeigt, beziiglich einer orthogonalen
Transformation invariant sind, muss gelten:

A=A

Wir haben in A also eine neue Invariante gefunden, die aus einer Linearkombination von
Unterdeterminanten von & besteht.
Stellen wir uns vor, wir suchen einen Ausdruck, der quadratisch in den €, und invariant
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unter orthogonalen. Transformationen ist. Die Determinante kann es nicht sein. Also sind
die geeigneten Kandidaten:

Tr(e?), (Tre)* und A
Wenden wir uns nun Tr(e?) zu. Die Spur Tre? ist eine Invariante, da
Tre? = Tr(00T 00" = Tr(0207) = Tr (207 0) = Tr(e?)

Wir nehmen ferner an, dass € symmetrisch ist, was bei uns (fast) immer der Fall sein wird:

Tr(ez) = Zgijgji = ZE?J» =
i;j EsymnTl. 747]
(611 + €22 + €33)% + 2(e35 + €35 + €3 — €11622 — €11633 — €20633) = (Tr €)? — 2A
das heifit: )
A= 5 [(Tr £)* — Tr(e?)]

Das gilt wie gesagt nur, wenn ¢ symmetrisch ist. Dann ist allerdings, wie gerade gezeigt,
A keine neue Invariante.



Kapitel 2

Bewegungsgleichungen

Wir wenden uns erst den Fuler-Gleichungen, spéter den Nawier-Stokes-Gleichungen zu.

2.1 Die Eulergleichungen

Definition 5 (Ideale Fliissigkeit)

Eine Flissigkeit heifit ideal, falls es eine Funktion p(x,t) gibt, den Druck, so
dass fiir ein Oberflichenelement do mit dem (normierten) Normalenvektor n die
Kraft, die darauf wirkt, von p(x, t)ndo gegeben wird. Die Einheit des Drucks ist
N/m?.77evtl.skizze

Wir betrachten nun eine ideale Fliissigkeit in einem Bereich B und werden Teilbereiche im-
mer mit W angeben: W C B (siehe Abb 2.1). Sei & € B ein fester Punkt und sei v(x, t) die
Fliissigkeitsgeschwindigkeit an der Stelle & zur Zeit t. Bei festem ¢ ist v(ax, t) ein Vektorfeld.

Abbildung 2.1: Die Fliissigkeit befinde sich im Bereich B, Teilbereiche werden mit W
bezeichnet. & € B sei ein fester Punkt.

21
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AuBerdem sei p(x,t) die Massendichte, so dass

m(W.1) = / ol t)da

w

die Masse im Bereich W zur Zeit t ist. Vorldufig seien v und p , glatt genug®. Bei Schock-
wellen ist dem z.B. nicht mehr so.

Wir werden die Euler-Gleichungen als Konsequenz von drei Erhaltungssatzen herleiten.
Fiir Kontinua kénnte man bei II. und III. auch ,Hypothesen* sagen:

[. Masse wird weder erzeugt, noch vernichtet. Die Konsequenz davon ist die Kontinui-
tatsgleichung, die gleich eingehender betrachtet wird.

I1. Die Anderung des Impulses wird von einer Kraft erzeugt (Newton). Daraus werden
wir die Euler-Gleichung ableiten.

[TI. Die Energie ist eine erhaltene Grofle.

2.2 Massenerhaltung

Wir betrachten die zeitliche Anderung der Masse in einem festen und beliebigen Bereich
W (siehe Abb. 2.2):

im(VV, t) = %/p(az,t)d?’x = /&p(w,t)d% .
W W

Die Masse kommt nur iiber den Rand W in W hinein oder heraus (siche Abb. 2.2), so
dass

/atp(a:,t)d?’x = — / pv -ndo = — /div(pv)d?’x
T

W ow Gau —yy

mit dem Oberflachenelement do gilt. Wir erhalten

/[@p + div(pv)|d*z = 0
w
Das Minus nach dem ersten Gleichheitszeichen kommt daher, dass Normalenvektor n nach

auflen zeigt und wir es deshalb mit einem Massenverlust zu tun haben.
Da W ein beliebiges Volumen ist, muss gelten:

Op + div(pv) =0]. (2.1)

Dies ist die Kontinuitétsgleichung, welche bei Massenerhaltung immer gilt.
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ow

Abbildung 2.2: Zur Herleitung der Kontinuitéitsgleichung: Die Fliissigkeit kann den Bereich
W nur durch die Oberfliche verlassen.

2.3 Impulsidnderung und das Zweite Newton’sche Ge-
setz

Sei (0) — x(t) =: p(x) die Zeitentwicklung infolge der Dynamik. Dann ist
. : . d
v(a(t),t) = (21(1), 22(1), 45(1)) = (1)

das zugehorige Geschwindigkeitsfeld. Beachte, dass x(t) die Bahn eines Fliissigkeitsteil-
chens ist, dessen Beschleunigung wir berechnen wollen. Also ist & nicht mehr fest, wir
laufen nun mit einem Flissigkeitsteilchen mit. Nun zur Beschleunigung a(t)

alt) = Sya(t) = So(@(t).1) = Y (00)i, + o = (z e at> v = Dy

Kettenregel 4 m

Damit haben wir die totale bzw. materielle Ableitung
Dt =v-V + 8t

eingefiihrt.
Bemerkung:[Sommerfeld II, § 11.6] Man kann (v - V)w in eine Form bringen, die auch fiir
krummlinige Koordinaten Giiltigkeit besitzt:

(’U-V)vzﬁv-vz—vxmtv

Beweis:

1
(Z v,ﬁu) v = 581(’0% + U; + Ug) - 02811)2 - ?)3811)3 + 212821)1 + 1}383’01 =

;,_/
(v-V)
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. i

—(rotv)s (rot v)2

1
= 581(1)% + U; + ’U32)) + (%) (821}1 — 811)2) +Ug (031]1 — 611)3)

und entsprechend fiir die iibrigen Komponenten. []
Wir iibertragen F' = mw auf ein Volumenelement: p(z,t)d3x D;v entspricht der Impulséin-
derung. Nun zu den Kréften; fiir ein Kontinuum sind die Kréfte zweierlei:

1. Spannungen an der Oberfliche, da interne Kréfte sehr kurzreichweitig sind

2. externe Krifte, die auf das ganze Volumen wirken, wie z.B. Schwerkraft oder Ma-
gnetfeld

In einer idealen Fliissigkeit gibt es an einer Oberfliche definitionsgemé&f keine Tangential-
kréfte, nur die Normalkraft —p(«, t)ndo.
Betrachten wir einen Teilbereich W, so ist die Kraft auf W:

1.
Faw =~ [ e.tindo(a)
oW nach TaLuBen

Da der Druck p > 0 ist und nach innen wirkt, miissen wir den negativen Normalen-
vektor —n schreiben. Sei e € R? ein beliebiger fester Vektor, dann folgt, da

div(pe) = Z upen) = Z e,0up =€~ Vp
I

“w

gilt, fiir e - Faoy

e-Fawz—/pendaz—/div(pe)d3x:—e-/Vpd3x

T
oW GauB W

Weil e ein beliebiger Vektor ist, gilt

Fyy = —/Vpd?’aj
1%

2. Sei die Schwerkraftsbeschleunigung g(x), so ist die externe Kraft

G = /gpd?’a:
——
w dm

Zusammen ist die Kraft pro Volumeneinheit F'/V = —Vp+ pg und deshalb gilt mit
F = mv = Dywp(x, t)d3z:

| pDyw = —Vp + pg | (2.2)

Dies ist die Euler-Gleichung.
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Wir sind schon zwischen Integral- und Differentialform hin- und hergependelt und wollen
nun die grundlegende Integralform iiber zwei Wege herleiten.

1. Aus
pDiv = =Vp + pg

ergibt sich
poyv = —p(v - V)v — Vp+ pg = 0(pv) — v0ip

Daraus folgt mit der Kontinuitétsgleichung 0,p = —div(pv):
O¢(pv) = —wvdiv(pv) — p(v - V)v — Vp + pg
Sei nun e wieder ein fester Vektor, so dass

edy(pv) = —evdiv(pv) — p(v - V)ev — Vpe + pge

= —div[pe + pv(ev)| + peg (2.3)

Hier haben wir die Produktregel fiir die Divergenz div(fa) = fdiva + a V f benutzt
(f=e-v, a=pv). Sei W ein festes Volumen im Definitionsbereich B, so folgt fiir alle

d g
ew plz, t)v(x, t)d*r = /e@t(pv)d?’x @ /[pe + pv(ev)|ndo+
T
w w Gauf oW

+ / pegdo =e | — /[pn + pv(vn)|do + /pgd3:c
W oW W
Und deshalb ergibt sich fiir die Impulsénderung in W:

d Druck eigtl. Strom
T pvdis = — /lpn + pv(vn) ]d3x+/pgd3m (2.4)
W ow Imp.fStror;?Oberﬂ.Einh. w

Schwerkraft

insbesondere ist —pvndo der Massenstrom durch do und (—pvndo)v der zugehorige
Impulsstrom.

2. Wir betrachten einen Bereich W zur Zeit t=0 und dessen zeitliche Entwicklung, also

py Prnai W, zur Zeit t. Das Newton’sche Gesetz lautet deshalb fiir die Masse, die

anfianglich in W ist:
d

T pvd®z = Fay, + /pgd3x (2.5)

Wt Wt
N A\ >
Vv

~
Anderung des Impulses totale Kraft
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Lemma 6

Die Gleichungen (2.2) und (2.5) sind dquivalent.

Beweis:
Starte links, beachte & 2% x(t) € W}, so dass

d d
5 [e@tpends= 5 (o). Je. d
dt —— dt ——

Wi (pv)(,t) w Jacobi—Det. von ¢y

Fiir diese Umformung haben wir folgenden Satz benutzt:
Satz 7
Sei B C R"™ und « € B, sowie f ein Diffeomorphismus mit « = f(y), dann gilt

[v@ara = [uiw)

f=H(B)

d"y

ox
dy
mit der Jacobi-Determinate

Ox
oy := det(0y, ;)

In unserem Fall entspricht ¢; also f. Da W fest ist, konnen wir unter dem Integralzeichen
differenzieren und erhalten so:

G [ = [ aleo) . 0@ e (2.6)
Wir betrachten nun zwei Fakten. Erstens,
0u(pv) (x(1),t) = Y [0, (pv1)] (1) + O1(pv) = v - V(pv) + 9i(pv) = Dy(pv)
—— -

wird weggelassen

Zweitens, es gibt ein nettes Lemma, das uns etwas iiber d;J(x, t) sagt:

Lemma 8

OpJ (x,t) = J(, t)divo(x(t), t) (2.7)

Beweis:
Wir miissen uns zuerst iiberlegen, wie wir eine Determinante nach ihren Matrixelementen
differenzieren. Wir erinnern uns dazu an die adjunkte Matrix:



2.3. IMPULSANDERUNG UND DAS ZWEITE NEWTON’SCHE GESETZ 27

Aus einer (n xn)-Matrix G kann man (n xn) Untermatrizen der Dimension (n—1) x (n—1)
konstruieren, indem man die v-te Zeile sowie die k-te Spalte wegldsst. Diese Matrizen nen-
nen wir Gy Die Adjunkte von G, adj(G) ist nun so definiert:

adj(@)ur = (=)' " det(G,r)

Man kann zeigen, dass

G adj(G) = det(G)1

gilt, oder anders geschrieben:

> gk adj(@ )iy = det(G)dp,
k

Damit finden wir:

1.
| det(G ,
3" g adj( @ = det(G)3,, = 9deUE) _ (G
k

2. Nun gilt fiir die Jacobi-Matrix:

uk = &gxu(t) = 8tguk = 8kvu(t) ; 8kvu(:13(t), t) = Z T((t))’ 8kw,\(t)

3. Damit ergibt sich mit 1. und 2., wobei wir fiir det(G) aus 1. J einsetzen:

O = Z atguk: = Z adj(G) kpgrk %((?)’t) =

kA

I8
ov, (x(t), Ovy(x(t), ,
—J Z e ” X0 —=J Z gw S = Jdivo(xz(t),t)

divo(x(t),t)
O
Konsequenz 1 0,J = Jdivv und damit:
t
J(,t) = J(@,0) exp / divo(@(t'), ¢')dt
=1 0

Die obige, scheinbar explizite Formel niitzt in der Praxis herzlichst wenig, es sei denn,
dive = 0.
Wir verfolgen nun unser Argument bei (2.6):

/8t[(pv)(a:(t),t)J(w, t)]d*zr = /[J Or(pv) +pvéi]d3x =

W W =D;(pv) =Jdivv
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= /J[Dt(p'v) + divo(pv)|d3r = /[Dt(pv) + v(pdive)|(z, t)d*x
W W

Die eckige Klammer kénnen wir dank der Kontinuitétsgleichung vereinfachen:

Dy(pv)+v(pdive) = pDyww+vDip+v(pdive) = pDyv+v [&p—l—gv -V)p+ pdive | = pDyv

div(pv)=—0¢p
und somit gilt:
/ pDwv A’z = /@[(pv)J(m,t)]d% = i/p't)d33::
—— dt
Wi (2.2) links w Wi
—_——
(2.5) links
Fuyw, —|—/pgd3x: —/Vpd3x+/pgd3x = /(—Vp—l—pg) d*x
—_——

N Wy , W W Wi (2.2) rechts

(Q.S)Techts

Da dies fiir alle W und W, richtig sein soll, sind (2.2) und (2.5) dquivalent und wir haben
das Lemma bewiesen. []
Das obige Argument zur Herleitung von

d

T pvdiz = /thvd%

Wt Wt

fithrt vollig analog zum geliebten

Satz 9 (Transporttheorem)
Sei f eine differenzierbare Funktion von & und ¢, so gilt:
d 3 3
T pfd°x = | pD,fd’x (2.8)
Wt Wt
sowie q
o / fdPr = / 0,f + div( fo)ds (2.9)
Wi Wi

Beachte, dass (2.9) unabhingig von der Dichte p ist. Auflerdem gibt es infolge des Lemmas
Konsequenz 2 Falls ein Fluss inkompressibel ist, also falls

Vol(W,) = / d3z = Vol(Wp)

Wi
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Fiir alle Zeiten t, oder dquivalent fiir alle W, gilt:

d
0= Br = —/ 3y = /Jdivvd?’x = /divvd%
dt d
%%

Wy Wi
so sind folgende drei Bedingungen &quivalent:
1. der Fluss ist inkompressibel
2. divo =0
3. J=1

Beweis:
1. = 2. haben wir schon gesehen. 3. folgt nun sofort aus Konsequenz 1 und wenn J = 1,
so gilt [ d*z = f Jd3z = fd3:c fiir alle Zeiten ¢. O

Wy
Bemerkung: Da Op + dlv(pv) = 0 dquivalent zu D;p + pdivo = 0 und p > 0 ist (wo

es Fliissigkeit geben darf), ist eine Fliissigkeit inkompressibel dann und nur dann, wenn
D;p = 0, das heifit, wenn man der Fliissigkeit folgt. Fiir eine homogene Fliissigkeit mit
p(x,t) = p(t) besagt die Kontinuititsgleichung d;p + pdive = 0, so dass Inkompressibiliét
(wegen dive = 0) dquivalent mit d;p = 0 ist, das heiit p(t) = p(0) ist auch konstant
in der Zeit. In der Ozeanographie gibt es Probleme mit ¢nhomogenen inkompressiblen
Fliissigkeiten. Aulerdem gilt:

Inkompressibilitdt = v = rot A fiir ein bestimmtes Vektorpotential A.

Konsequenz 3: Mittels Lemma und Transport-Theorem kann man auch die Kontinui-
tatsgleichung ,,1osen”. Setze dazu f = 1 im Transport-Theorem:

T plz, t)d®r =0

Wi

was nichts anderes als Massenerhaltung im sich mitbewegenden Teilbereich W; ist. Also
gilt fiir alle Wy:

/ o, 0)d% — / o, 1) d — / p(@(t), 1) (z, t)dz

Und weil W, beliebig ist:
pla(t), 1)J(z,t) = p(,0) (2.10)

Mit Konsequenz 1 ergibt sich:
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Gleichung (2.10) sagt nochmals, dass das, was zur Zeit =0 homogen ist, nicht notwendi-
gerweise homogen bleiben muss. Es ist dann und nur dann fiir alle Zeiten homogen, wenn
dive = 0 ist, das heiflt, wenn die Fliissigkeit inkompressibel ist.

Satz 10 (Formel von Reynolds)

/f:vt x—/at f(z,t)d x+/'vf(:1:t)

oWy

Beweis:
/f x,t+ At)d x—/f x,t)d x—/[f(w,t—i-At)—f(w,t)]d%—i—
Witat Wit 8tf(m,t)A:er((At)2)
—l—/ x,t)d x—/f x,t)d x—/[f(a:,t+At)—f(w,t)]d3x+/v(5tf(w,t)nda:
Wit at Witat 8tf(a:,t)A;-O((At)2) oWy do
= /@f(a:,t)d%%—/vf(a:,t)da At + O((At)?)
Witat oWy
und damit

/@f(a:,t)d%—l—/vf(wtda— lim /f:vt+At x—/fa:t /At

Wi oWy Wirat

Satz 11

/ fddz = / (D.f + fdive d®z)

Wi O f+div(fv)

Beweis:
mit Gauf}

n-vfdo= [ div( vd?’x— Pz — [ 0,f(x,t)d
[ oo = fantode g, [ e o

oW, W, Reynolds

dt/fd?’:v— /(atf+le<fv))

Wi
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O
Wir bieten jetzt noch einen zweiten Beweis des Korollars, das auch unter dem Namen
., Transport-Theorem® firmiert

%/f(:c,t)d%z%/f(a:(t),t)J(w,t)d?’:c:/(Jth(a:(t),t)+f(a:(t),t)8tj)d3x

Kett 1
cttenregel g (f(=,t)divv)J mit obigem Lemma (2.7)

/ D, f(z(t),t) + f((t), t)dive] JdPz = / D, f(z,t) + f(z, t)divold®s

w Wi

2.4 Energieerhaltung

1
Die Energie pro Volumeneinheit sei v := —pv?+ pe . Wir fassen einen Bereich W C B
—
N
€kin
ins Auge und verfolgen die Anderung der kinetischen Energie [ e (x(t),t)d*z. Dank des
Wi

€intern

Transport-Theorems ergibt sich:
d [1 1
Em ip'v2d3x = §/thv2d3x:/vatvd3x
Wt (2‘8) Wt Wt

da D; wie eine ,,Derivation” wirkt. Ausgehend von dieser Integralform betrachten wir zuerst
inkompressible Fliissigkeiten.

2.4.1 Inkompressible Fliissigkeiten

Cintern = 0, so dass nur

d _ 3. 3
aEkm—/vat'vd xK:afte— /pv-da—k/pg-vdx

Wi listen v, Wi
iibrig bleibt, d.h.
3, _ . 3, _ 3
va(at —;th)vd xG;BVZ[ div(pv) —|—pgv]c(lﬁvaiz—6VZ[ v-Vp+pg-v|dz
und da W; beliebig ist, folgt
0 =v(pDyv + Vp — pg) = —pdive
Wir sehen also, dass €;,zern = 0 sehr eng mit Inkompressibilitit verkniipft ist, und es gilt:

pDiw=—-Vp+pg, Dip=0, divv=0, v -nlpg=0
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2.4.2 Isentrope Fliissigkeiten
Wir starten mit der Euler-Gleichung
Dw=0w+ (v -Viv=—p'Vptg

Wie schon erwédhnt, wurde die Energiedissipation bei der Herleitung nicht beriicksichtigt.
Dies kann in einer stromenden Fliissigkeit

(i) infolge einer inneren Reibung (Zahigkeit)
(ii) durch den Warmeaustausch zwischen verschiedenen Fliissigkeitsteile

auftreten. In einer ,;idealen” Fliissigkeit treten solche Prozesse eben nicht auf. Beim Fehlen
des Wirmeaustauschs liduft die Bewegung adiabatisch ab. Deshalb dndert sich die Entropie
jedes kleinen Massenelements nicht (daher auch der Name isentrop):

DtSZO

wobei s die Entropie pro Masseneinheit ist. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
D, bedeutet, dass wir uns mit der Fliissigkeit mitbewegen. Das heifit

DtS:(at+U'V)S:O

Dank der Kontinuitatsgleichung d;p + div(pv) = 0 ldsst sich dies umschreiben zu:

Oi(ps) +div(psv) =0
N
Entropiestromdichte
Beweis:
Dis=0, Dip+pdivo=0
= Dy(ps) = pDys + sDyp = —spdive = Dy(ps) + spdive =0
= 0i(sp) + (v - V)(sp) + spdive = 9;(sp) + div(spv) =0
0

Falls D;s = j—‘: = 0 < ds = 0 gilt, spricht man von einer isentropen Bewegung. Sei w die

Enthalpie pro Masseneinheit und v, = p~! das spezifische Volumen. Dann gilt
dw = Tds + vsdp (2.11)
da

W :=FE+pV = dW =dE + (pdV + Vdp) = 6Q — pdV + (pdV + Vdp) =

1
Enthalpie
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=0Q+Vdp=TdS +Vdp = dW =TdS+Vdp
T

5Q
ds>%9

Wenn wir die rechte Gleichung durch m dividieren, erhalten wir (2.11).
Bei einer isentropen Bewegung ist ds = 0, so dass aus (2.11) folgt: dw = v,dp = p~'dp

= p'Vp=Vuw

und die Euler-Gleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten ist damit

| Diw=—p 'Vp+g=-—Vw+g|

Sehr oft ldsst sich g als g = — grad y schreiben. Wie wir oben bereits gezeigt haben, gilt
1
5 grad(v?) = v x rotv + (v - V)v (2.12)

so dass zusammen mit der Euler-Gleichung

1
8tv:—Vw+g—(v.V)v:vxrotv—grad(w—l—v—l—;tﬂ)

folgt, was, wenn wir die Rotation dieser Gleichung bilden, auf folgende schone Relation,
die nur noch die Geschwindigkeit enthélt, fiihrt:

| 9y rot v = rot(v X rotv) |

Mit der Randbedingung n - v = 0 haben wir fiinf Unbekannte, ndmlich v, p und p. Wir
haben auch fiinf Gleichungen, und zwar

ov=—-Vw+g—(v-V)v

die Kontinuitatsgleichung dyv + div(pv) = 0 und die Zustandsgleichung p(p) = Ap”.
Was hier iiber Fliissigkeiten gesagt wurde, gilt mutatis mutandis auch fiir Gase. Bei adia-
batischer Komprimierung gilt, dass es ein x gibt, mit

k> 1und p(p) = Ap"

P p

ArArit A
= w:/)\_ldp()\):/ o=t 0
(2.11) ’ A k—1 o1 kK—1p
0 dp=ArAsTldA =0 fiir p=0 und k>1
Auflerdem, e = w — % =A (% — 1) Pt = %p”_l(p — 1)_1§
Fiir das ideale Gas gilt mit der Stoffmenge v:
! vRT c,dT'  dv
0=0Q =vc,dT dv=dE - W = 22—+ — =0
Q =vc + % v = RT + %

N——
pdv
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und da ¢, nicht von 7" abhéngt, folgt (im Folgenden wird die Konstante C' ihren Wert
dndern, aber weiterhin mit C' bezeichnet werden):

%lnT+an:C:>TC“/R-V:C

Wenn wir T aus der idealen Gasgleichung vRT = pV = T = %
V(pV)e/f = O, so dass

einsetzen, erhalten wir

pVeE =C

mit k=14 £ = @l > 7,

2.5 Energiestrom(dichte)

Neben der Entropiestromdichte gibt es auch eine Energiestromdichte. Um diese genauer zu
betrachten wihlen wir ein festes Volumenelement und bestimmen, wie sich die Energie im
Laufe der Zeit dndert. Die zeitliche Ableitung der Energie pro Volumeneinheit ist

1
@ <§p’02 —i—pe)

—_—— =

kin. Energie ,,interne” Energie

Wir betrachten zunéchst die zeitliche Anderung der kinetischen Energie:

1 1
O <§p’02> = §v28tp + pvow

Wenn wir die Kontinuitdts- und Eulergleichung einsetzen, erhalten wir:

2 N——

%’U-V-’UZ

1 2
Oy <—p’02> = —%div(pv) —v-Vp+pg-v—pv(v-V)v

mit
dw=Tds+p'dp = Vp=pVw—pIVs
folgt schlieBlich:

1 2 1
Oy <§p112) = —%div(pfv) —pv-V (5’02 + w) +pTv-Vs+pg-v

Nun wenden wir uns 9;(pe) zu,

de = Tds — pdv, = Tds — pd(p™") = Tds + pp~2dp

= d(pe) = edp+ pde = edp + pTds + ]—?dp = wdp + pT'ds
p
w=e+p/p
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und daher

O(pe) =wop + pTOs
mit der Kontinuitétsgleichung und D;s =0 = 0;s = —(v - V)s folgt:
O(pe) = —wdiv(pv) — pT(v-V)s

Wir sammeln die Terme:

1, v? . v?
Oy 5PV +pe | =— 7+w div(pv) — pv -V 7+w—|—7

T
g=—V7

und erhalten:

1 2
0y <—p'v2 + pe) = —div [p'v (v_ + w)] +pg-v
2 ——

2
—_—— ~ < fir v#0
Energiedichte Energiestromdichte

Um die Bedeutung rechts zu untermauern, integrieren wir die Gleichung iiber irgendein
(festes!) Volumen, wihrend wir g = 0 setzen.

L 3 - v? 3 v?
0, Pl +pe | &z =— [ div |pv ?—i-w d°r=— ¢ pv ?—f—w do
% %

1
Gauﬁ\ )%

(. J/

Vv TV
Energiedanderung pro Zeiteinheit in V Energiemenge, die pro Zeiteinheit aus V' heraus fliefit

Die Fliissigkeit fiihrt pro Masseneinheit die Energie (w + v*/2) mit sich. Man beachte, da
steht w und nicht e, denn mit der spezifischen Enthalpie w = e + p/p kommen wir auf

1 . 2
at/(§pv2+pe>d3x:—?§pv(%+e)da —]{pv-da
% oV

ov
. .
Vv Vv
Transport der kin. und  Arbeit, die von den Druck—
inn. Energie pro Zeit— kréaften an der Flissigkeit
einheit durch OV hindurch innerhalb von V geleistet

wird

Bemerkung: Bei einer Masse leistet eine Kraft F' pro Zeiteinheit die Arbeit F-dx — F-v

N
wahrend dt

(vgl. die obige Formel).
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(i)

(i)

Definition 12
Sei zur Zeit t das Vektorfeld v(x,t) mit € B gegeben.

Eine Stromlinie zur Zeit t ist eine Integralkurve von v(.,t).
Prézise: Falls s die Stromlinie x(s) parametrisiert (s=Bogenldnge), so gilt
bei gegebenem ¢ der Kurve entlang

d
Em(s) =v(x(s),t).

Eine Trajektorie (bzw. Bahnlinie) @ (¢) ist eine Losung der Differentialglei-

chung 1
Eaz(t) =v(x(t),t)

mit gegebener Anfangsbedingung.
Die Trajektorie (ii) liefert die Bahn eines Fliissigkeitsteils, (i) dagegen nicht:

d d d
de x v(x,t) =0 < oSO
(%1 (%) V3

Beide sind identisch, falls

d.h. fiir einen stationdren Fluss.

Satz 13 (Theorem von Daniel Bernoulli)

In einem stationdren isentropen Fluss ist

entlang der Stromlinien konstant. Falls wir w durch p/p ersetzen, gilt das Gleiche
fiir einen homogenen (p(t) = po) inkompressiblen Fluss.

1
e+, (g9=-V7)

Beweis:

Wir nehmen 0.B.d.A an, dass v = 0 ist. Es gilt:

1
§V’02: (v-V)v+v xrotv

Wenn wir die Euler-Gleichung fiir isentrope Fliissigkeiten

(v-V)v=—-0v—Vw=—-Vuw

h
stationar
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einsetzen, so erhalten wir:

1
V(§'v2—|—w) =v Xrotv lo

Sei (s) nun eine Stromlinie, damit:

x(s2) x(s2)
@(s2)
1 1
{5112 + w] = / \Y (§v2 + w) ~da(s) = / (v X rotv) - de(s)
®(s1)
x(s1) x(s1)

mit der obigen Definition sehen wir

dz(s) = v(x(s),t)ds = v(x(s))ds = dax(s)||v(x(s))

stationar
Also ist das das Linienintegral

x(s2

/ )<’U x rotv) - de(s) =0

und damit gilt:

2.6 Beispiel, das zeigt, dass etwas faul ist

Eine inkompressible (divo = 0) und homogene (p(x) = const) Fliissigkeit bleibt fur alle
Zeiten t > 0 homogen. Wir betrachten eine inkompressible homogene Fliissigkeit, die in
der xy-Ebene liegt und sich nur entlang der z-Achse bewegt. Es gilt also:

v(x,y,t) = ( U(Q(U)’ 2 ) 1ln und  p(z,y,t) = p(x)

divve=0 = 0d,wv=0 = pow=—-0p = p0.0v = —05]? =0
7
Euler

Wir wéhlen fiir den Druck den Ansatz p(z) = a + b(z), mit

p(x) =p1 — (@) x
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erfiillen wir die Randbedingungen. Wir kehren zur Euler-Gleichung zuriick:

- P1 — D2 P1— P2
0w = —pylop = —= = v(t) = t+vg — 00
' ’ poL () poL t—00
0
>

was wohl Unfug ist und nur durch die Vernachlissigung der Reibung eintritt. Dies wird
mit Hilfe der Navier-Stokes-Gleichungen behoben.

2.7 Zusammenfassung
Die Euler’schen Gleichungen wurden mittels Erhaltungssatzen hergeleitet:
[. Massenerhaltung
II. Impulserhaltung (mit Quelltermen, wenn nétig)
III. Energieerhaltung (mit Quelltermen, wenn nétig)
Die Resultate sind:

1. Inkompressible Fliissigkeiten:
Dip =0, pDyv = —=Vp+ pg, divv =0 und v - n|sgg =0
2. Isentrope Fliissigkeiten mit p~!'Vp = Vw:
Op + div(pv) =0, Dyv = —-Vuw+g, v-nlgs =0
Wir haben vier Gleichungen fiir fiinf Unbekannte: p, v, p. Mit der Zustandsgleichung p =

p(p) gibt es eine Losung, falls p’(p) > 0
Die Energieerhaltung an sich liefert herzlichst wenig.



Kapitel 3

Die Navier-Stokes-(zleichungen
(1822/1845)

Betrachten wir die ebene Fliche S und eine Fliissigkeit, die unterhalb von .S die Geschwin-
digkeit v, oberhalb v + Awv hat. Bis jetzt war das in einer idealen Fliissigkeit bestens und
nichts wiirde sich &ndern.
In realen Fliissigkeiten ist dem nicht mehr so: die schnelleren Molekiile diffundieren nach
unten und beschleunigen durch Zusammenstofle die langsameren, wihrend umgekehrt die
langsameren nach oben diffundieren und da die schnelleren verzégern. Die Folge ist eine
Reibung bzw. eine Zahigkeit der Fliissigkeit, die sich iiber kurze Abstéinde auswirkt.
Es gibt also eine Kraft auf dA pro Oberflacheneinheit, die gleich —p(x,t)n + o(x,t) n ist.
——
Zahigkeitsspannungstensor
Somit gilt:
d
T pod®zr = /(—pll + o)ndA + /pgd3:):
Wi oWy Wi
Der so genannte Zahigkeitsspannungstensor o steht fiir den Einfluss molekularer Wechsel-
wirkung, also einer Wechselwirkung kurzer Reichweite.

3.1 Eigenschaften des Zihigkeitsspannungstensors o

Satz 14 (Cauchys Theorem (1827))

Sei f(x,t;n) die Kraft pro Flicheneinheit an der Stelle & zur Zeit ¢ und sei
x — f(x,t;n) stetig. Dann ist die Abbildung n — f(«,t;n) linear in n.

Beweis:
Bekanntlich gilt ,, Actio gegengleich Reactio“. Also

fx,t;—n) = —f(z,t;n) (3.1)

39
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Betrachten wir nun mit Cauchy ein Tetraeder mit linearer Dimension L. Dank des Transport-
Theorems (2.8) ergibt sich

/thvdgx— /f(af:,t;n)dA—l—/pgde
Wi oW, Wi

Die beiden Volumenintegrale skalieren wie L3 fiir L — 0. Falls wir nun mit L~2 multipli-
zieren und den Limes L. — 0 nehmen, erhalten wir:

L—0

lim L2 / f(x,t;n)dA =0
Wi

Wir konnen uns diesen Limes 0.B.d.A. als eine Skalierung vorstellen, welche die Form
wnwvariant lasst. Uber die Flachen integrierend erhalten wir somit

f(n) +nif(—e1) +nof(—ez) +n3f(—e3) =0

da fir die Flachen des Tetraeders, auf denen die Basisvektoren senkrecht stehen (Fldche(e;)),

X,

C

Abbildung 3.1; 77
folgende Beziehung zur Fliache des Dreiecks AABC gilt:
Fliache(e;) = n;Flache(AABC)

Das sieht man, da aus der Normierung des Einheitsvektors n

fiir die Projektionen n; = cos~; folgt und fiir den Tetraeder gilt:

Fléche(e;) = cos~; - Flache(AABC)
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€

3

=i

(@)

Dy

Abbildung 3.2: 77

Mittels ,,Actio gegengleich Reactio* (3.1) und Stetigkeit

f(n) = an’f(ei) = Mn

Wir definieren o so, dass fiir die eben definierte Matrix M gilt:
M=:—pl+o

Oben waren die n; > 0; mutatis mutandis in anderen Oktanten. [J
Bemerkung: Falls die Substanz homogen ist, hangt M nicht mehr von x ab, ohne globale
Kompression oder Ausdehnung auch nicht von ¢; vgl. inkompressible Fliissigkeiten.

Satz 15

Der Zahigkeitsspannungstensor o ist symmetrisch. Es gilt also 0;; = 0.

Beweis:
Wir betrachten den Bereich W, auf den das Drehmoment

/’r x fid*z

w

wirkt. fy, ist hier die Volumenkraftdichte, im Gegensatz zur weiter oben definierten Fla-
chenkraftdichte f. Das konnen wir als antisymmetrischen Tensor M schreiben

M, = /(fwl’k - kaiUi)d3$

w
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Fiir M muss aulerdem
My, = /(fvzmk — fvrr)d’r = / Z(Uijxk — ojw;)dA;
W ow J

gelten, weil das Drehmoment nur auf die Oberfliche wirkt.
Nun ein kleines

Lemma 16

Wenn die Krifte auf ein Volumenelement nur iiber die Oberflache wirken, lésst
sich die Volumenkraftdichte fy als

fvi= Zako'z’k = divo;,
%

schreiben. Hier ist o; die i-te Zeile von o.

/ fydiz = / fdA = / ondA = / > ongdA = / o;-ndA
W ow ow ow *

ow

Beweis:

Wir formen weiter um

/fvddav— /0'1 ndA = /leO’ A3 = /Zﬁkalkd5
1

8W GauBW W

Also gilt

/fvdgx = /Z Opopdx

1% wok
und damit

fvi= Z OkOik
k
O

Dieses Lemma setzen wir sogleich in den Ausdruck fiir den antisymmetrischen Tensor M

i [[(S0m) - (Sm) ] -

w

/Za 0Tk — okjazl)d r — /(Uzk Ukl)d r =

w GaufS
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/ Z(O’ijwk — O'iji)dAj - /(Uzk - Oki)dgx
ow I

w

/ Z(Uz‘jwk — opjx;)dA; = /(fka — forai)d®r = My,
ow 7 W
von oben folgt
/(Uik — o) dPr =0
W
und damit o, = 0y, also die Symmetrie des Zahigkeitspannungstensors.

O
Die néchsten beiden Eigenschaften stellen Axiome dar, welche fiir die meisten Medien
richtig sind.

(a) o héngt linear von 0v, der ersten Ableitung von v nach @ (eine 3x3-Matrix) ab. Wenn
das Geschwindigkeitsfeld v(2) homogen ist, so ist dv = 0. Es gibt also keine Reibung.
Solche Fluide heiflen Newton’sche Fluide. Ein Gegenbeispiel wére etwa Plastilin.

(b) o ist invariant unter Rotationen, d.h. es liegt Isotropie vor.

7(00vO ™) = O ()0
— ——

Fluss rotiert o rotiert

fiir beliebige orthogonale Transformationen O, scheint verniinftig.

Satz 17

Der Zahigkeitsspannungstensor o hat die Form o = Adiv vl +2ue, mit den beiden
Viskositétskoeffizienten A und p, sowie dem Deformationstensor

Beweis:
Erst mal intuitiv:
[0, 0v] =0, da o eine lineare Funktion von dv sei

= [JT,&UT] = [J, 8vT] =0
so dass wir schreiben konnen: [o,e] = 0, wobei ¢ ein alter Bekannter ist, ndmlich ¢ =
2 (v + 0vT).

=0 =¢(e) = Z lei)(ei) (el
da o und ¢ die gleichen orthogonalen Eigenvektoren haben. Daraus folgt mit ¢(g) = X(é?) +
2ue (A(e) — R soll linear sein):

o(e) = Ae)1 + 2ue
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Somit gilt:
o(0e0™) = 05(e)O~" = A(00~") = X(e) € R fiir alle orthogonalen O

= Ae) = ATre = Adive, mit A € R fest

Nun formal:

a(av)ij = Z Az’jkl(av)kl = U@”)jl’
Kl

d.h. ,Matrixmultiplikation” im Raum der Matrizen. Fiir jeden beliebigen isotropen Tensor
vierter Stufe gilt (H. Jeffreys, Cartesian Tensors, Cambridge UP):

Aijit = N0k + 10301 + 1 85 = Ajiki

0ij=0ji

= U= ,u’ und Oij = )\&j Z@kvk + M(aﬂ)j + 8jvi) = o = Adivol + 2/L8
k
]
Im Klartext
o(e) = Adivol + 2ue

oder mit folgender Umwandlung;:

2 2 1 2
o(e) = Mdivol + 2ue —l-?M(Tr e)l — ?'M(Tr e)l =2u [5 — gdivv]l} + <)\ + §,u> divel
NS ;ro >y
2

wo das eine oder andere nur noch Geschmackssache ist. Der Koeffizient p ist der erste
Viskositdtskoeffizient und A der zweite.

3.2 Ideale Fliissigkeit als Beispiel

= t(n) = —p(x,t)n, so dass M = —p(x,t)1 und 0 = 0. Wie wir gleich sehen werden,
ergeben sich daraus sofort die Euler-Gleichungen.
Wir kehren nun zu

d

e pvdiz = /th'vd?’x = /(—p]l+a)ndA+/pgd3x

W (2-8)w, oW, W

zuriick und betrachten die i-te Komponente:

k

Wi
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fiir alle W;, wobei

Z 8kaz-k = Z ak[AdiV’lJ5ik + ,u((‘?wk + 8;4;1)] =
k k

AO;dive + po; Z Opvg + 1 Z OkOkv; = (A + p)0idive + pAw;
k k

ist.
Somit erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen (1822/1845):

| pDw = pg — Vp+ (A + p)Vdive + pAv |

die man zusammen mit der Kontinuitédtsgleichung D;p + pdivv = 0 losen sollte. Dazu
kommen die Randbedingungen (RB), die ein separates Kapitel bilden, sowie eine Zustands-
gleichung oder Ahnliches, siche Energie-Betrachtungen.

Bemerkung: Die Navier-Stokes-Gleichungen haben sich ausgiebigst bewéhrt. Dabei sind
A und p Materialkonstanten, die eine Fliissigkeit oder ein Gas charakterisieren und lokal
von T" abhéngen konnen.

3.3 Weiteres Beispiel

Inkompressible Fliissigkeit mit p = po

1 1
:>Dt'v:g——Vp+H Av=:g——- Vp+rvAv
Po Po Po

und divo =0

mit v = pﬂo, der kinematischen Viskositdt

Randbedingungen: Dank des Terms vAwv (2. Ordnung) muss sich auch die Zahl der Rand-
bedingungen um eins erhohen.

Tut sie auch: v|gg = 0 ersetzt n - v|gp = 0. Nicht nur die normale, sondern auch die
tangentiale Komponente der Geschwindigkeit verschwindet, dies ist die so genannte no-slip
condition. Wir werden uns noch ausgiebig mit der Grenzschicht-Theorie befassen; sie spielt
in der Mikro-Rheologie eine wichtige Rolle.

Bemerkung: Schon bei einer inkompressiblen Fliissigkeit gibt es mathematisch fiir ¢ — oo
schwierige ungeloste Probleme: Man zeige, dass bei gegebenen Randbedingungen eine Lo-
sung existiert, die stetig von den Anfangsbedingungen abhéngen soll (well-posed problem).
In 3D ist dies im Allgemeinen nur fiir kleine Zeitintervalle bekannt; in 2D fiir alle Zeiten
t.
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3.4 Reynoldssche Zahl (1883) und Ahnlichkeitstheo-
rie (1895)

Osborne Reynolds arbeitete mit Glasrohren verschiedener Durchmesser und bei verschie-
denem Druckgefille und fand, dass abhéngig vom Wert eines bestimmten Parameters Re
die Stromung entweder laminar oder turbulent war. Dies zeigte er mittels gefarbter Fliis-
sigkeitsfaden 1883 und fand im Jahre 1895 seine Zahl Re.
Sei L eine charakteristische Lange und V' eine charakteristische Geschwindigkeit. Auflerdem
sei T = é die dadurch bestimmte Zeitskala; z.B., wenn man in einer Teetasse herumriihrt,
ist L &~ 5cm, V = 557 und damit 7' ~ 1s und nicht etwa L = 1m, V = 1007 und
T = 10ms.
Wir definieren nun dimensionslose Grofien
r_ ._ -

V=g ST t =7 (3.2)

und betrachten die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen:
O +v-Vv=g—p 'Vp+rvAv

Fiir unsere Dimensionsbetrachtungen ist g unwichtig, weshalb wir g := 0 setzen. Mittels
(3.2) ergibt sich:

1
(T7'0, + VL '’V Vo' = ——V D+ vL TV AY
N P

—7-1
1
= VT (D)= —-—V'p+vL*VA'vY
V2Lt pL
/ v /
= Div' = VZV p—l—LV A'v
w_/ ~~~
v/p/ Re—1

und da wir eine inkompressible Fliissigkeit betrachten, gilt nach wie vor div'v’ = 0. Hier
ist
Re =

die Reynoldssche Zahl, die bei gleicher Geometrie bestimmt, ob zwei Losungen identisch
sind, da sie beide zwei identische Gleichungen befriedigen. Beachte, dass alle hier aufge-
fithrten Grolen dimensionslos sind.

Man sagt, zwei Systeme sind sich dynamisch dhnlich, wenn sie sich auf einem identi-
schen Bereich B zum gleichen dimensionslosen (gleiche Reynoldszahl Re) System redu-
zieren lassen. Reynolds fand fiir Wasser, dass der Umschwung von laminar zu turbulent
bei Re ~ 1000 stattfindet; p,, = 1072 = und v = £ In der Mikrorheologie ist Re typi-
scherweise etwa 1 (vgl. Physics Today VI (2001) 42- 8 )

Bemerkung: Fiir Objekte, die zu klein oder zu grofl fiir angenehmes Experimentieren
sind (z.B. Flugzeugfliigel), kann man durch Umskalieren ein fiir Stromungsexperimente
bequemes Groflenmaf erreichen.
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Navier-Stokes fiir inkompressible
Fliissigkeiten

Wir fangen mit einem allgemeinen Zerlegungssatz an; vgl. Sommerfeld §2

4.1 Zerlegungssatz (Stokes 1849 /Helmholtz 1858)

Satz 18

Sei B ein Bereich mit glattem Rand 0B.
Jedes Vektorfeld w kann man eindeutig in

w=v+ Vp e L*(B)

zerlegen, mit divo = 0 und v - n|gg = 0, d.h. v ist parallel zum Rand.

Bemerkung: Man hétte auch sagen kénnen: w = w; +ws, wo divw; = 0 und rot wy = 0,
sowie win|gp = 0 ist.

Beweis:

Wir zeigen zuerst die Orthogonalitit der Zerlegung im reellen Hilbertraum L?(B) mit Ska-

larprodukt (f|g) :gf(w)g(w)d?’x.

Weil
div(pv) = pdivo + (v - V)p

ist, gilt

/v Vpdiz = /[div(p’u) — pdive |d*z = /p'v -ndA=0
— 1

B B =0 GauB 53

Damit wird die Eindeutigkeit bewiesen:

w=v,+Vp =vs+ Vp = 0= (vy —v2) + V(p1 — p2)

47
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Nun bilden wir das Skalarprodukt von (v; — ve| mit |(v; — v2) + V(p1 — p2)) = |0):

0= / [”Ul —vo||* 4 (v1 — v2)V(p1 — p2) d%} =

~~

B =0, s.o.

= / |v1 — vo|’dPr = v = v, = V(p —p2) =0
—
B =:C
Nun die Existenz der Zerlegung. Wir haben w = v+ Vp, divw = divy +Ap und w-n|sp =

0
(nV)p = 0,p. Sei w gegeben, definiere p als Losung des Neumann-Problems

Ap = divw in B mit d,p = (nV)p = w - n|sp

Diese Losung existiert (Courant-Hilbert II, Kap. 4) und ist bis auf eine additive Konstante
eindeutig. Also ist v := w — Vp, so dass divv = divw — Ap = 0, dank Konstruktion, sowie
v-nlgg =0. 0

Dank des Theorems lésst sich jedes Vektorfeld in ein Gradientenfeld und ein divergenzfreies
Feld, das parallel zum Rand ist, zerlegen. Beide sind in L?*(IB) orthogonal zueinander. Sei
nun P der Projektionsoperator, der zum divergenzfreien Teil gehort, so dass

w = Pv + Vp,

Pv =wv & divo=0 und n - v|ygg = 0, sowie P(Vp) =0
Otv geniigt diegen Gleichungen auch

Wir wenden den linearen Operator P auf die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible
Fliissigkeiten an:

[0, +(v-V)]Jv=—-Vp+ R 'Av = v = P|—(v-V)v+ R 'Av]

Dies ist eine Gleichung fiir v allein, da p sich verabschiedet hat. Es gilt zwar div(Awv) = 0,
aber Av muss nicht parallel zu 0B sein. Das Problem der Turbulenz ist, dass zwar
Re™! < 1, aber man kann diesen Term nicht vernachlissigen, da es sonst gar keine Tur-
bulenz mehr geben wiirde ... Aulerdem ist das Ganze numerisch heikel mit Re™! < 1.
Dazu, Re '!Av = RB v|gp = 0 statt n - v|sp =0

4.2 Energiebetrachtung

Wie sieht’s mit der Energie aus? Physikalisch sollte wegen der Reibung (i # 0)

d
= B <0
dt "
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d 1 B Bi= 1 3
Ekzn:d_/§ (28 /th2’U d’r =
B B Wd

vDiv

/v(th'v)d?’x = /'v(pg — Vp + pAv)d’x
1

B NS g

sein. Also

Aus der Inkompressibilitit folgt dive = 0 und p = py Desweiteren definieren wir uns einen
modifizierten Druck, der die Gravitation enthélt: g = —V~vy = p,, :=p+ pv

d

EE’“” = /’u(—me + pAv)dPz = —/'v -Vpm + /'v,uA'ude

B B B

Oben haben wir gezeigt, dass fiir dive = 0 und v|gp = 0

/v - Vpmd®z =0

B

ist. Es bleibt also q

&Ekm = /vuAvd?’x

B

iibrig, was wir mit Hilfe der Identitét

diVZviajviej = (divv)* + v - Av

folgendermaflen umformen:

Ekm = / (divv Zvﬁjviej = (divv)2> Bz =

B i Gauf

= u/ <Z 'Ui@jUiGj) -ndo — ,u/(divv)Qd?’x
oB N U

B

= —u/(divv)Zd?’:B <0
B
Das linke Integral verschwindet wegen v|gg = 0.
Die Energiedissipation ist also genau dann 0, wenn entweder p = 0 ist, d.h. wenn wir keine

Reibung haben, oder wenn diveo = 0 ist, also wenn das Geschwindigkeitsfeld quellfrei ist.
Da, wie oben schon bemerkt, stets %Ekm < 0 gelten muss, gilt auch g > 0.
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4.3 Schlussbetrachtungen

e Der Druck ist eine Hilfsgrofle, z.B. gilt in einer inkompressiblen Fliissigkeit oft gar
nicht p = p(p), da p = po fest ist, aber

Vp=(1—P)[—(v-V)v+ Re *Av]
ist in der Regel ungleich 0 und eine bekannte Gréfle, sobald v als Losung von
0w = P[—(v-V)v + Re ' Av]

bekannt ist. Klar, dass dive = 0 hier wesentlich war.

4.4 Die Stokes-Gleichungen und Stokes’ Paradox

e Stokes-Gleichungen
Sei Re < 1< Re ! = LLVP = 77 > 1, wir haben es also mit einer zéhen Fliissigkeit
und kleinen Geschwindigkeiten und Abmessungen zu tun. Dann liegt es nahe den

Konvektionsstrom —(v - V)v zu vernachldssigen und
v = P(Re ' Av)
zu l6sen, d.h. die Stokes-Gleichungen (1851).
0w =—-Vp+ R 'Av und dive =0

Dies sind lineare partielle Differentialgleichungen vom parabolischen Typ. Im R? ist
alles bestens, nicht so im R2.

e Stokes’ Paradox
Es gibt keine Losung der Stokes-Gleichungen im R? im komplementdiren Bereich ei-
nes Kreises mit verniinftigen Randbedingungen.
Dies tritt weder bei Navier-Stokes, noch bei den Gleichungen, die Oseen 1910 fiir
eine sich in einer Fliissigkeit mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Kugel vor-
geschlagen hat, auf.

4.5 Hagen (1837)-Poiseuille (1849)-Stréomung

Wir betrachten eine stationdre (also eine zeitlich konstante), viskose und inkompressible
Stromung entlang der x;-Achse zwischen zwei Platten, ndmlich den Ebenen {z3 = 0}
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und {z3 = 1}. Wir miissen auch deren Existenz zeigen, auBerdem vernachlissigen wir die
Gravitation. Navier-Stokes:

plOy+ (v-V)]Jv=-Vp+ pAv = Vp = 0 = p=p(z1)
0
AuBerdem gilt:
v(xy, x3)
divv =0 und v = 0 € R?
0

mit folgenden Randbedingungen:
v(1,0) = v(a1, 1) = 0, sowie p(0) = py > p(L) = p»

Die physikalische Interpretation dieser Randbedingung fiir v ist, dass die Anziehung der
Fliissigkeitsmolekiile untereinander schwécher ist, als die Anziehung zwischen den Molekii-
len und dem Rohr. Deshalb adsorbieren die Molekiile am Rohr und bilden so eine dinne
unbewegliche Schicht aus, mit der die restlichen Molekiile nach der Navier-Stokes-Gleichung
wechselwirken. Diese konnen wir nun wesentlich vereinfachen:

prd1v = —0ip + pu (0 + 05) v
mit 0,0 = dive = 0 = v(z1, 23) = v(x3) erhalten wir

0=— 31]3 +u 8§v
—~— S~
x1—abh. z3—abh.

Es gibt demnach eine Konstante G mit G = —0;p = pdsv Also ist
Ap

p(x1) =C—Gry =p1 — —x
d L
RB
mit Ap = p; — p2 > 0. Nun haben wir fiir v:
Ap
O3 = ——=
’ L
und damit: A
v(ay) = p (L —a5) 37

also eine Parabel.
Im Klartext, wir haben einen stationdren Zustand bekommen, dessen Stabilitdt wir noch
nicht verifiziert haben. Die Idee zur Klarung dieser Frage ist folgende:

O =: F(v,t) und F(a,t) =0
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Wenn das fiir alle Zeiten ¢ gilt, ist a ein Fixpunkt. Um zu priifen, ob a ein Fixpunkt
ist, linearisieren wir F'(v,t) um a. Dazu betrachten wir v in einer Umgebung von a, also
v=a+(

7
kleine Storung

F(a’_'_C?t) = F(a’7t) +8F<a’7t)c+
Daraus folgt mit v = 0, = F (v, 1)

0,¢ = OF (a, t)¢

Wir haben also eine eher simple Differentialgleichung fiir ¢, deren Lésung wir sofort hin-
schreiben konnen:

¢(t) = ¢(0) exploF(a)t]

Wenn a stabil ist, sind die Realteile der Eigenwerte von 0F(a) negativ, es muss also
ReA(0F(a)) < 0 gelten.
Bemerkung:

e Die Linearisierung lasst sich exakt begriinden, was aber viel Arbeit ist.
e Die spannende Frage ist hier: Was ist mit p?

Hagen und Poiseuille, der als Arzt Blutstromungen untersuchte, fithrten Experimente
an Stromungen in Rohren durch, d.h. an laminarer Rohrstromung (Re < Re.). Wir be-
trachten also nun eine viskose Stromung durch ein Rohr mit dem Radius a. Um dieses
Problem zu l6sen, miissen wir im Gegensatz zu vorher in drei Dimensionen rechnen. Wir
schreiben deshalb die Navier-Stokes-Gleichungen in Zylinderkoordinaten um. Die x1-Achse
wird zur z-Achse.

P[0+ (v - V)]v=—=Vp+ pAv

Wir setzen einen inkompressiblen Fluss in z-Richtung an, der rotationsinvariant und sym-
metrisch beziiglich Translationen in z-Richtung ist. Da der Zustand stationér ist, konnen
wir schreiben:

1.
0 0
v = 0 = 0
v(r, t) v(r)
2.
Op=0,p=0=p=p(z)
3.

A=02+r'0,+r 0L+ 2 =2 +17'0,

wegen Rotationsinvarianz und Translationsinvarianz.
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Wir zeigen, dass die Kontinuitétsgleichung, in diesem Falle dive = 0, erfiillt ist:

divo = 7710, (rv,) + 10,0, + D0 =0
ivo =7 (T‘UT) T 0uUy v

=0 :To =0

Die Navier-Stokes-Gleichungen nehmen folgende Gestalt an und beachten die Translati-
onsinvarianz

pO,v = —0.p+ (0> +r710,)v = 0= —0,p+ u(0? +r'0.)v

Also bleibt
—0.p+ (02 +r 10 v =0
N’ p J/

~
z—abh. r—abh.

Es muss also eine Funktion G(t) mit
—0zPp = G(t)

und

(02 +r710,)v = —G(t)

geben und da der Zustand stationér ist, gilt G(¢) = G. Fiir den Druck bleibt alles wie beim
vorherigen zweidimensionalen System:

A A
Ap::pl—p2>0:>p(z):p1——pz, mitG:—p
L L
Fir v haben wir nun: o
Av=(+r10,)v=——
1

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung
d? 4 d G
— 4+ = Jv=——
dr? dr 1

lautet o
v(r) = —(—r*+Alnr + B)
A SN N —

spezielle Losung  Losung der homogenen Gleichung

e Bei r = 0 darf es keine Singularitit geben, also muss A = 0 sein.

e Beir = a ist aufgrund der Randbedingungen die Tangentialgeschwindigkeit null, und
damit ist B = a?.

Aus diesen beiden Punkten folgt:
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also eine Parabel mit 0 < r < a. Nun fithren wir eine neue Grofle ein, namlich den Flux:
Definition 19
Der Flux @) ist die Masse, die pro Sekunde durch die Rohre stromt

Mathematisch formuliert sieht das so aus:

Setzen wir die oben ermittelte Funktion fir v(r) ein:

Q= pAp /(m2 )y = prAp [r?a? - 7"_4 a _ prApa*
2uL ) 2uL SulL

2 41,
Was Hagen und Poiseuille bei Wasser mit konstanter Druckdifferenz Ap gefunden haben,
war Qa~* = const

Bemerkung:

(i) (v-V)wv ist die Anderung von v in die Richtung von v, d.h. parallel zu e, und muss
damit null sein, solange rdumliche Homogenitdt und damit Translationsinvarianz be-
ziiglich der e.-Achse gilt.

(ii) p spielt (noch) keine Rolle, da die totale Beschleunigung null ist.

(iii) Fiir einen beliebigen Rohrenquerschnitt studiere man

—(93]) + p Ag v=20
~—
2—dim. Laplace—Operator—uv(Fliche L e;)

(iv) Bei einer schiefen Rohre (z.B. um den Winkel o gekippt) benotigt man den modifi-
zierten Druck p’ = p + pg cos axs

4.6 Deformation eines Festkorpers

Wir werden nun sehen, dass die mathematischen Uberlegungen zur Herleitung der Navier-
Stokes-Gleichungen (soweit moglich) genauso fiir einen Festkorper verwendet werden kon-
nen, vorausgesetzt, man ersetzt das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) durch ein Verzerrungs-
oder Deformationsfeld w(x,t):

Wir wissen von der Fluiddynamik:

d

a 3. _ 3. _ 3
” pvde /thvdx /pgd T+ on dA

B¢ (28)B, B oB, Cauchy
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Nehmen wir die i-te Komponente, mit o; = (o; 1 < k < 3):

/(gaiknk>dzﬁl? /( divo )ds

0B N —- /) Gaufs B¢ ::2]@: ako'ik
so dass fiir alle Bereiche B
pDyv = pg + dive

gelten muss. Betrachten wir nun eine Deformation = a + v mit u ,klein“, wie es in der
Regel im Festkorper ist.
Als Ansatz wéhlen wir das Hooke’sche Gesetz:

Uij = aij(ﬁ'u,) = ZAijkl(au)kl = O'j,‘
kl

d.h. der Spannungstensor ist eine lineare Funktion von Ou.
Klar, bei einer homogenen Translation ist du = 0 und wir haben demnach keine Spannung.
Der Spannungstensor hat folgende Eigenschaften

e [sotropie

e Symmetrie 0,;; = 0;;, wie gehabt, wegen der kurzreichweitigen Wechselwirkung.

Somit folgt aus der Relation o;, = A Z Ojuj +p (Ojuy + Oku;), die wir oben zur Herlei-
, —_— ——

J
——

divu

tung der Navier-Stokes-Gleichungen benutzt haben:

=2¢;x, Deformationstensor

dive = Z 8kaik, = Z Gk )\5zk Z ajUj + ,u(@,uk + aku,) =
k k J

=A Z OO, divu + 10, Z Oy 114 Z OLOpu; =
! ! P

——— —— —_——
0; divu Au;

= (A + p)0dive + pAu;

Nun weiter
~—
O(u?)
Die letzten beiden Ergebnisse setzen wir nun in die etwas weiter oben ermittelte Gleichung
pDww = pg + diveo ein und erhalten:

pts = pg + (A + p) Vdive + pAu
~——

Lamésche Module
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Dies ist die Navier-Gleichung.
Vorléaufig, d.h. im Folgenden, vernachlédssigen wir pg, wir setzen also, wie so oft, g := 0.
Da die obige Gleichung linear ist, werden wir mit g # 0 auch relativ leicht fertig.
Nach Stokes/Helmholtz ist
U = up + ug

mit rotup = 0 und divug = 0. Also gibt es ein Potential U mit up = VU und ug muss
parallel zum Rand JB sein. Diese Aufteilung von w setzen wir nun in die Navier-Gleichung
ein:

p(ip + tg) = (A + p) Vdivup +pA(up + us)

A'U,D
A+2
:>’U,D+’U,S:< —I—p M) AU,D—F(%) Aug

Da up und ug voneinander unabhéngig sind, konnen wir die Gleichung fiir beide Felder
einzeln 16sen. Wir erhalten:

A+2
Up = ( —; ,u) Aup und Ug = (%) Aug

2 2
UL vp

also links die Wellengleichung fiir die Dilatation, einer longitudinalen Welle (D-Wave, vy)
und rechts die Wellengleichung fiir die Scherung, einer transversalen Welle (S-Wave, vr).
Man sieht, dass v, > vr ist.

Zur Losung dieser Gleichungen schreiben wir sie noch einmal, indem wir die Geschwindig-
keiten mit einbeziehen:

itp = v Aup und ity = v2Aug

Wir setzen eine ebene Welle als Losung an, wobei der Kreis o als Platzhalter fiir D oder
S, bzw. fiir L und T bei den Geschwndigkeiten fungiert:

u, = A expi(k - —wt) = (k%0 — w?)A, =0 = w(k) = kv,
W-GL.

Nun kénnen wir noch aufgrund der Wirbel- und Quellenfreiheit herausfinden, wie k und
A, miteinander zusammenhéngen.

divug =0 = k- Ag = 0 = Transversale Welle

rotup = 0=k x Ap = 0 = Longitudinale Welle

4.6.1 Erdbebenwellen als Beispiel
v, =6—13km/s, w=1—10Hz
vp =3.5—Tkm/s, w=0.1—1Hz — Rayleigh — Welle (1885) : 2D!

Dieser Welle werden wir spéater noch als Wasserwelle begegnen.
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4.7 Stokes’sche Bewegung und Widerstandsformel

Stokes hat 1851 eine Losung fiir die ,;schleichende* Bewegung einer Kugel angegeben, die
sich mit gleichmdfsiger Geschwindigkeit w in einer zdhen Fliissigkeit der Dichte p bewegt.
Daraus ergibt sich im R? die Stokes’sche Widerstandsformel fiir eine Kugel mit Radius a:

Fy = 6mpau

Hier bestimmt sich u aus dem Kréftegleichgewicht

4
6mpau = sma*(py = p)g

wobei pg die Dichte der Kugel ist. Um diese schone Formel herzuleiten, brauchen wir einige
wesentliche Vereinfachungen. Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Fliissigkei-
ten lauten:

pDyww = p(0y +v - V)v = pg — Vp+ pAv

Wir setzen also eine inkompressible Fliissigkeit voraus, auflerdem gehen wir vorlaufig von
einer Horizontalbewegung aus, so dass wir g = 0 setzen konnen.
Die Annahme
Re = pua <1
i

bedeutet, dass die Geschwindigkeit und der Kugelradius gering, die Zahigkeit dagegen grof3
ist. Die kinematische Viskositiat v = % hat bei 15°C folgende typische Werte:

Fliissigkeit v[v] = cm?s7!
Wasser 1072

Luft 0.15

Olivenol 1

Glyzerin 18
Zuckerriibensirup 1200
Zuckerriibensirup bei 27°C | 200

Sei wieder L eine typische Léngeneinheit, so dass
o = u/L = vy ~u/L?
da 0yv; sich iiber L wie u/L &ndert. Damit erhalten wir die Abschéitzung:
Trégheit : ||(v- V)v|| = O(u?/L)
Viskositit : ||vAv|| = O(vu/L?)

Das Verhiltnis von Tragheitsterm und Viskositédtsterm ist somit:

te20 o (2)

Re



o8 KAPITEL 4. NAVIER-STOKES FUR INKOMPRESSIBLE FLUSSIGKEITEN

Da Re < 1 sein soll, nehmen wir mit Stokes an:
Dw = 0v +(v-V)v=(v-V)v=—-Vp+ puAv
=0, stationar

Aufgrund der obigen Groéflenordnungsbetrachtung kénnen wir auch (v - V)v = 0 setzen
und erhalten ein lineares Problem:

puAv = Vp, dive =0, v|op =0 (4.1)

wobei OB die Kugeloberfliche C R? ist. Den Kreis C R? behandeln wir spiiter; eine
Membran-Oberflache ist 2D.

Satz 20 (Zeitumkehr)

Sei v(x) eine Losung der Gleichung (4.1) mit der Randbedingung v|sp = f fiir eine
vorgegebene Funktion f. Was ist die Losung des Problems (4.1), falls v|sp = —f
ist? Die Antwort ist —wv(x). Dies ist eine Losung, falls p’ := C' — p und wir wissen
mittlerweile auch, dass sie die einzige sein muss.

Kehren wir zu unserem Problem zuriick. Wir konnen die Kugel auch am Ursprung fest-
halten und als Randbedingung die Geschwindigkeit der Fliissigkeit im Unendlichen auf u
setzen. Wir haben dann nach wie vor v|sp = 0, aber auch v|, = u. Der obige Eindeu-
tigkeitssatz passt schon so ungefihr, aber (noch) nicht ganz. Man nehme einen endlichen,
aber grofien Kasten. Wenn die Differenz w = v — v’ schnell genug abfillt . ..

Sommerfeld hat es so formuliert: Wir folgern die Eindeutigkeit aus dem Axiom, dass jedes
richtig gestellte Problem der mathematischen Physik nur eine Losung haben kann - eine
niitzliche Bemerkung, bei den gleich folgenden Annahmen, die auf den ersten Blick ziemlich
ad hoc erscheinen.

Wir folgern aus der Gleichung (4.1):

Ap = div(Vp) = pA(V -v) =0

d.h. p ist eine harmonische Funktion. Die relevante Symmetrie ist eine Rotationsinvarianz
beziiglich der z3-Achse. Wegen der Randbedingungen wéhlen wir Kugelkoordinaten. Die
Differentialoperatoren sind dann

1
——— 0,V + ——0p(vg sin b))

di = _267‘ 2 T
Vo =r (TU)—'—rsinQ rsinf

sowie
A = (rsin@) 202 + (r*sin0) ' 9y sin 09y + r~20,1%9,

Den Laplaceoperator formen wir nun durch Einfithrung des aus der Quantenmechanik
bekannten Drehimpulsoperators L? := h? ((992 + L9y + 2 82) um:

tan 6 sinZ 0~ ¢

A =r"t0% — (hr)2L?
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Bei festem r konnen wir eine Losung von Ap = 0 nach Kugelflachenfunktionen Y, (6, )
entwickeln, die Eigenfunktionen von L? sind. Die Kugelflichenfunktionen sind folgender-
maflen definiert:

2041 (1 —m)!
4 (I +m)!

Vin(0,) = (" | ]m P (cos B)eime

mit den assoziierten Legendre-Polynomen

I+ m)! omyz (AT
AP s= (e =) T ()

z€[—1,1]
Mithilfe der Definitionen lésst sich die folgende Identitét leicht zeigen:
l,—m = (_)mYl:n

Wegen der Rotationsinvarianz beziiglich der x3-Achse gibt es keine ¢-Abhéngigkeit, so dass
bei jedem [ nur m = 0 iibrig bleibt. Dann werden aus den assoziierten Legendre-Polynome
die (normalen) Legendre-Polynome P, die reell sind:

e

z€[—-1,1]
Z.B. haben wir Py(x) =1, Pi(z) =ux,...
Zur Losung von Ap = 0 mit A = r~19?r — (hr)"2L? verwenden wir den Ansatz

plcosf,r) = Z Pi(cos0) fi(r)
120 =Y)o(cos @), bis auf eine Konstante

und versuchen fjr = r*:
S APf)=0=ale+1)—Il(l-1)=a=IVa=—(+1)
Wir erhalten also die allgemeine Losung als Superposition dieser beiden Moglichkeiten:

p(cosf,r) = Z (Aﬂ"l + Blr_(l“)) Py(cos0)

1>0

Fiir alle [ > 1 wiirde der linke Term divergieren, weshalb wir fiir alle [ > 1 A; = 0 setzen.
Da Py(cos ) fiir | = 0 konstant ist, muss die Klammer ......

A2
= p(0,r) =po — . cos 0

mit py := Ap und A := —B;.
Als Motivation erwédhnen wir die erzeugende Funktion der Legendre-Polynome.

(1= 2hx +h*) 72 =) " h"P,()
n=0

mit |h| < |z £ (2% — 1)1/2| — Konvergenzradius = 1 fiir —1 <2 <1
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Kapitel 5

Theorie der Wirbel

Die obige Herleitung des Stokes’schen Gesetzes ist an Hésslichkeit kaum zu {iberbieten.
Wir werden uns deshalb nun der Theorie der Wirbel widmen und uns daraus einige Ver-
einfachungen besorgen.

5.1 Der Helmholtzsche Zirkulationssatz

Definition 21

& :=rot v ist ein Vektorfeld, das mit v(x,t) assoziiert ist.

Durch den Helmholtzschen Fundamentalsatz (s. Kapitel 1) wissen wir, dass sich eine infi-
nitesimale Bewegung lokal als Superposition von Translation, Rotation und Deformation
schreiben lasst, wobei die Rotationsgeschwindigkeit %5 ist.

Definition 22

Sei C' eine einfache geschlossene Kurve zur Zeit ¢ = 0 und sei C; := ¢,(C') ihr Bild
zur Zeit t. Die Zirkulation ist
Fct = f v-ds

Ct

Satz 23 (Zirkulationssatz; Helmholtz 1858, Thomson=Lord Kelvin 1869)

In einem inkompressiblen (oder isentropen) und nichtviskosen Fluss ist I'¢, eine
Bewegeungskonstante.

Beweis:

61
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Zuerst beweisen wir das

Lemma 24

d
E/v-ds:/Dtv-ds

C t Ct

Beweis:
Sei
{z(s)|0 < s <1}

eine Parametrisierung unserer Kurve. Dann parametrisiert
{oi(w(s));0 < s <1}
die Kurve C;. Also,

1
d d
G [ords=3 [vlat) 0.0 0n ). 0d
Ct 0 ds

Wir differenzieren unter dem Integralzeichen und wenden die Produkt- und die Kettenregel
an:

C(litc v-ds = /Dtv oi(x(s), t),t)@sgot(w(s),t)ds—l-O/v(got(:c(s),t),t)%%(pt(w(s),t)ds
mit Jyp(x(s),t) = v folgt:
vds = [ Divtilals).0) 00.ae(s), )ds+ / D(er(@(s), 1), )] vlgu(a(s),)ds =
/Dtv o1(m(), 1), ) D (a( ds+%/88 v v)(pu(@(s), 1), t)ds =

=0, da Ct geschlossen

:/1Dtv(g0t(zc(s), t),1)0s0i(x ds—/Dtv ds

O

Damit hatten wir das Lemma bewiesen, jetzt zu Navier-Stokes:

pDww = pg — Vp+ pAv
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Wir schreiben g wieder als g = —V~ und erhalten
Dw=—V(y+p 'p) +rvAv
Sei nun v = 0, dann ist Dyv = —V(v 4 p) =: —V). Somit gilt

d d
&Fct—&/v-ds—/Dtv-ds——/V@bds—j{dlp =0

Cy Cy Cy C; totales Differential
OJ
Fiir isentrope Fluide setzen wir einfach v = v + w.
Korollar 25
Sei 3 eine beliebige (Hyper-)Fliche mit dem Rand C, dann gilt I'c = [ &€dA
5

Beweis:

Fc:/fv-ds: /rot'vdA:/ﬁdA
1 1

C Stokes » Def.z

U

Definition 26

Eine Wirbellinie (Wirbelfliche) ist eine Kurve (Fldche), auf der £ in jedem Punkt
eine Tangente (ein Element des Tangentialraums) ist. Diese Gebilde sind eindi-
mensional (zweidimensional) im R?. Ein Analogon ist die Stromlinie.

Satz 27

Sei C' (S) eine Wirbellinie (Wirbelflache). Dann ist auch ¢,(C) bzw. ¢;(S) eine
Wirbellinie (Wirbelfldche).

Beweis: B

Sei n ein Normalenvektor an der Stelle € S, so dass &-n = 0 ist und sei S; C S eine belie-
bige einfach zusammenhéngende Teilmenge mit glattem Rand. Dank des Zirkulationssatzes
und des Korollars 25 ist

Log =Tag, = /gdA =0

St

Da dies fiir alle S, gilt, folgt
mn- £’§t =0
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Man kann auflerdem zeigen, dass der Durchschnitt zweier Wirbelflichen eine Wirbellinie
ist, womit wir den Satz auch fiir Wirbellinien bewiesen haben. [

Definition 28
Wir definieren das Vektorfeld

w:=p ¢

wobei £ := rot v die schon bekannte doppelte Rotationsgeschwindigkeit ist.

Satz 29 (Dynamik von w)

Die Navier-Stokes-Gleichungen einer inkompressiblen Fliissigkeit (bzw. einer isen-
tropen Fliissigkeit mit v = 0) fithren zur Dynamik

Diw =0w + (v-V)w = (w-V)v+rvAw

Beweis:
Wir verwenden fiir den Trégheitsterm (v - V)v die Vektor-Identitét

1
§V(v-v) =v xrotv+ (v-V)v
in den Navier-Stokes-Gleichungen
Dw=g—p 'Vp+vAv=0w+ (v-V)v

und erhalten .
o + §Vv2 —v Xrotv = [—V7 — p_IVp} +rvAv

-~

=V

Zur Erinnerung, 1) = v+ p~!p fiir inkompressible und 1) = y+w fiir isentrope Fliissigkeiten.
Nun bilden wir die Rotation der obigen Gleichung und bedenken & = rot v

0;& — rot(v X rotv) = VAE
=£

0 — |(EV)v —E&divo — (v- V)€ +vdivE | = VAL
—

=0
D& — (EV) v+ &dive = vAE (5.1)

Als néchstes gehen wir von der Definition von w aus

Dyw = D, (P_IE) =p "D+ EDy " =
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=p "D —€p7 Dip = pH(Dy + dive)€
—

=—pdivv, Kontinuititsgleichung

und formen das letzte Ergebnis mittels (5.1), also D& = (€ V) v — &divo + vAE um
Dw = p H(D; + divo)€ = p 1 [(E V) v — &divo + vAE + €divo]

=p (V) v +vAE = (w- V)v +vp tAE

Def.
Man darf p~! hinter den Laplace-Operator zichen, da aus der Inkompressibilitit und der
Kontinuitatsgleichung folgt, dass p konstant sein muss. Wenn v = 0 ist, miissen wir uns
dariiber gar keine Gedanken machen. Wir haben die Divergenz von v hier nicht gleich null
gesetzt, da wir das Theorem ja auch fiir isentrope Fliissigkeiten zeigen wollten, fiir die
divv # 0 sein kann. Deswegen mussten wir auch wegen des letzten Beweisschritts fiir die

isentropen Fliissigkeiten v = 0 vorraussetzen. Damit haben wir das Theorem bewiesen.
Diw = (w-V)v+rvAw

O
Wir definieren, falls v = 0 (inkompressible oder isentrope Fliissigkeit):

F(x,t) := w(pi(x),t) und G(z,t) := dp(x) w(x,0)

Jacobi—Matrix, lineare Transformation

Also ist

O F = Ow(p(x),t) = dw + (v - V)w = Dyw = (w-V)v=(FV)v

Kettenregel v=0

und

0,G(x,t) = 0(0ppr(x) ) w(,0) = (Ov) (890t(w&w(w7 0)

v (x),t) Kettenregel -G

mit Ov := Opwv(x(t),t). Damit haben wir
0,G = (0v)G = (GV)v

F und G geniigen also der gleichen vom Geschwindigkeitsfeld v vorgegebenen linearen Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung, deren Losung eindeutig ist. Da F'(x,0) = G(«, 0)w(x, 0)
ist, ergibt sich wegen der Eindeutigkeit das folgende Korollar.

Korollar 30

w(x(t),t) = dpi(x)w(x,0), falls v =0

wt(x)
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Bemerkung: Wir haben somit auch gesehen, wie (w - V)v gemeint ist, namlich, v(x,t)
ist die Geschwindigkeit an der Stelle x zur Zeit t und V ist der Gradient beziiglich x. Dies
ist eine strikt lokale Aussage. Man vergleiche das Korollar mit der Gleichung, ebenfalls fiir
v=0:

Aufgabe: Verwende das obige Korollar, um zu zeigen, dass, wenn C' eine Wirbelli-

nie ist, C; auch eine Wirbellinie ist. Eine Wirbellinie ist dadurch charakterisiert, dass
{z(s)| < s <1 La(s) = w(x(s)) fiir eine geeignete Parametrisierung.

Definition 31

Sei eine geschlossene Kurve C' vorgegeben, die in jedem & € C' die zugehorige
Wirbellinie erzeuge. Das sich daraus ergebende Gebilde nennt sich Wirbel-Rohre.

Bemerkung: Es muss keine Rohre sein, da sie sich in £ = 0 verzweigen darf.

5.2 Helmholtzsches Theorem

Satz 32 (Theorem von Helmholtz; 1858)

Sei p = 0. Fiir einen inkompressiblen oder isentropen Fluss

(a) héngt [ -ds nicht von der Kurve C' auf der Wirbel-Rohre ab; man nennt
c

den Wert des Integrals die Stdirke (strength) oder den ,, Wirbelfluss durch die
Rohre*.

(b) ist der Wirbelfluss konstant in der Zeit, wenn die Rohre sich mit der Fliis-
sigkeit mitbewegt.

Beweis:
Seien C7 und Cy zwei Kurven, die unsere Rohre umkreisen und sei S die Rohrenflache
zwischen C7 und Cy = S ist eine Wirbelfliche; die C; spannen die Fldachen S; auf. Dann
gilt fiir das geschlossene Volumen V' mit Rand S U .S; U S,

—_—

®
0=/div§d3:v: /5dA:/§dA+/§dA
~—~ 7 ~—~

V divrotv  GauBy 51US5 S =0, wg. Wirbelfliche

und nun mit Stokes

/v-ds—/EdA——/EdA—/'wds

Ch S1 Sa Ca
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(b) wurde schon weiter oben bewiesen [J
Wie oben schon erwahnt kann es bei & = 0 Verzweigungen geben, so dass folgendes passie-

ren kann:
/v~ds:/v'ds

C Co
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Kapitel 6

Zweidimensionale Fliissigkeiten

6.1 Allgemeines

In 2D ist v = (vy,v9,0) und & = (0,0,¢). Der Zirkulationssatz besagt, dass fiir ein sich

mitbewegendes >
/fdA = /fdA = const
1
¢

n=(0,0,1) 5,

nicht von der Zeit t abhingt und das oben hergeleitete Korollar zur Dynamik w(x(t),t) =
Opi(x)w(x, 0) lautet jetzt

d.h. % ist eine Erhaltungsgrofie. Das Helmholtzsche Theorem gilt nun ohne wenn und aber.
Da divo = 0 und v = (v1,v9,0) nur von & = (x1,x2,0), also nicht von x3 abhingen darf,
erhalten wir aus v = rot A mit A = A(xy, z3) der Intuition folgend

V1 = O Ag — 0545 =: aﬂb

=0

vy = O3A3 —01 Az =: 019
=~

=0
Somit haben wir uns also die Strom-Funktion (stream function) v («,t) konstruiert.
vy = DAy — DAy = 0= Ay = Ay =0
Die Wirbel-Bewegungsgleichung fiir den inkompressiblen Fall lautet
Diw =0w + (v-V)w = (w-V)v+ rvAw

mit 1 - V|gB, ist Strominie = 0 (isentrop) bzw. v|pp = 0 als Randbedingungen. Fiir festes
t sind die Stromlinien Hohenlinien (level curves) von . Sei ndmlich {(x;(s), x2(s))} eine
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Stromlinie, so dass @} := 9% = v;(e, t) fiir alle 7 ist und

d

L @i(s), w2(s), 1) = D (00)a} = —vavr + vywy = 0

7

Der Rand 0B ist eine Stromlinie oder besteht aus Teilen von Stromlinien, die von Stagna-
tionspunkten v(x,t) = 0 getrennt werden. Da 1) bis auf eine additive Konstante bestimmt
ist, konnen wir im 0.B.d.A. annehmen

w(wv t)|8IB =0
und erhalten auf BB:

pw = £ = (rotv), = dvy — vy = —(05 + 03)Yp =1 — Ay
Def.

Somit wird der Fluss in 2D von folgenden Gleichungen bestimmt:

0 o ’U1($17$2)
(w-V)v = 0 |- O va(x1,22) | =0 und diveo =0
w 83 0

Die Quellfreiheit, die ja aus der Inkompressibilitat folgt, erlaubt es uns, ein v zu konstru-
ieren, mit

A =—pw und o =0

Das fassen wir nun zusammen:

Diw=0w+ (v-Viw=vAw (a)
A =—pw und ¢Ylop =0 (b)
v1 = 0oth, v = -1y (c)

Falls w vorgegeben ist, folgt ¢ aus (b), und zwar eindeutig als Losung eines Dirichlet-
Problems und damit v aus (c), welches man in (a) substituiert und damit w(x,t + At),
also einen Zeitschritt At spater bekommt.

Bemerkung:

(v V)¢ = zi:vﬁif = 001§ — 0190 = det ( gfb gji )

Dies ist die Jacobi-Determinante von & und . D.h. falls v = 0 ist, also in einer idealen
Fliissigkeit, folgt aus (a), dass der Fluss dann und nur dann stationdr ist, wenn £ und
funktionell abhéngig sind. Falls J(&,4) = 0 zur Zeit ¢, dann auch fir alle Zeiten, dank der
Stationaritét.
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6.2 Zweidimensionaler Eimer mit rotierender Fliissig-
keit als Beispiel

Sei zur Zeit t = 0 ¢ = ¢(r), mit r = /2% + 23 = Die Stromlinien, also die Hohenlinien
sind Kreise. Auflerdem

T T
v, = O = O0pp0Oar = 72('3,4&, vy = =1 = _?1 R

Also ist v eine Tangente am Kreis mit dem Radius 7, wie sich das auch gehort. Fiir 9,4 > 0
liegt eine Rotation im Uhrzeigersinn vor, bzw. fiir 0,1) < 0 im Gegenuhrzeigersinn.

£ =wp=—Ab = ~0,(rd,) = £(r)

Falls 0,1 # 0 und damit Auflésen nach r, also r = r(v) lokal moglich ist, folgt mit obiger
Gleichung

§=E) = J(E ) =0

so dass eine ideale inkompressible 2D-Fliissigkeit bis in alle Ewigkeit stationdr rotiert.

6.3 Ubertragung auf drei Dimensionen

In 3D kann man einiges wiederholen. Da fiir inkompressible Fliissigkeiten dive = 0 ist, folgt
v = rot A fiir ein Vektorpotential A. Wir verlangen analog zur aus der Elektrodynamik
bekannten Coulomb-Eichung divA = 0 = z.B. B ist zusammenhéngend.

£ =rotv =rotrot A = graddivA —AA =—-AA
~——

=0

Das Problem ist die Randbedingung fiir A, ohne welche A nicht eindeutig zu bestimmen
ist. Man kann hochstens fragen: ,,Muss das sein?* Wie dem auch sei

Dw = 0w+ (v-V)w =rvAw
AA=—-¢ divA=0, w:=p ¢
v=rot A
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Kapitel 7

Potentialstromungen

Falls rot v = 0 ist, gibt es keine Wirbel. Fiir eine ideale Fliissigkeit gilt dies sogar immer,
wenn rot v = 0 fiir einen Zeitpunkt gilt.

Definition 33

Ein Bereich B heifit einfach zusammenhdngend, falls man jede geschlossene Kurve
C zu einem Punkt zusammenschrumpfen kann, ohne B zu verlassen.

Sei nun B einfach zusammenhéngend und auf B gelte weiter rot v = 0, woraus folgt, dass
es ein Potential p(x,t) mit v(x,t) = Vo(x,t) geben muss. Daher ist

FC::j{v-ds:}{Vgpds:fdgp:O: /rotvdA
T
foi o c

Stokes v

Das gilt somit natiirlich fiir alle (geschlossenen) C'. Da bekanntlich
1
(v-V)'v:§V-v2—v X rot v

ist, lassen sich die Navier-Stokes-Gleichungen
Diw=g—p 'Vp+rvAv
im isentropen Fall umschreiben, indem wir wie oben den Tragheitsterm (v - V)v ersetzen
(rotv =0):
1 1
atv+§v.v2:_vwz>v (8t90+§v2+w> =0
v=
woraus wir folgern, dass

1
O + 5’02 + w = const

Die Stationaritit impliziert

5'02 + w = const
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was erheblich mehr als das Bernoulli-Theorem const|strominie aussagt. You get what you
pay for, da wir & = rot v = 0 vorausgesetzt haben.
Bemerkung:

e Fiir eine inkompressible ideale Fliissigkeit miissen wir w lediglich mit p/p ersetzen,
wobei p = py ist.

e Sei ¢y =(r) =Inr mit r = /a3 + 23

O\ T
~o= (o )= ()

$v-ds # 0 hingt aber nicht von I' in B ab, da rotv = 0. Wir kénnen nédmlich T
Eicht auf nichts zusammenschrumpfen lassen.
Wir betrachten nun eine ¢nkompressible Potentialstromung, also
v=Vp und divo =0

Daraus folgt fiir ¢
Ap=0

Das Potential ¢ ist also harmonisch auf B. Sei V' := v|gp am Rande. Somit ist n-v = n-V.
Da ¢ harmonisch ist, soll es auf B das Neumann-Problem mit

Oplop =n-V (7.1)

16sen, also bis auf eine Konstante eindeutig sein.
Auflerdem gilt im stationdren Fall mit ¢ =0

1
Dw=—p'Vp= (v-V)v= EV v = —p'Vp

was unmittelbar aus der Kettenregel und der Inkompressibilitéit folgt.

Satz 34

Sei B einfach zusammenhéngend mit v|sp = V' vorgegeben. Dann gilt:

(i) Es gibt eine inkompressible stationdre Potentialstromung, die

dive =0, pv-V)v=-Vp, v-nlgg=V-n
T

stationdre Eulergleichung

/’u-dAzO

0B

geniigt, falls

(ii) Diese Stromung minimiert die kinetische Energie FEy;, = % [ pv*d®z unter
B

allen Feldern v’ mit dive’ =0 und v'nlogp =V - n
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Beweis:

(i) Zuerst die Existenz: Das Neumann-Problem (7.1) hat nur dann eine eindeutige Lo-

sung (bis auf eine Konstante), falls [ v-dA = 0 (leicht zu zeigen mit Gau$}, dive = 0
OB
und der Randbedingung).

Die Eindeutigkeit geht so: Seien w und w' zwei Losungen, sowie v := u — v/ und
b :=p—¢ = Ad=0und 9,P|s = 0, aulerdem ist v = V. Deshalb

: 3, _ 3 oy 3 — 293,
/dw(@v)d:z—/vv_tbdx+/(1>d1vvd:v—/vd:v—

B B =v B =0 B

= dv-dA=0 = v’=0 = wv=0 = wu=u

(ii) Lassen wir nun v die Losung von (i) sein und v’ den Bedingungen dive’ = 0 und
v'n =V - n geniigen. Dann

1 1
Buin = By =5 [ o(0* = 0" = =3 [ pllo = of P+

B B

1
+/p(v — v )vd’r = -3 /p||'v —V||*d3x + /p('v — v\ Vpdz

B B B
Das Integral [ p(v — v")Vd3z ist null, da div(v — v") = 0. Der Beweis ist absolut
B

analog zum Beweis im obigen Abschnitt {iber die Vektorzerlegung:

/p('v — v\ Vpds = /pV (v — v )] d*z — /pgo div(v — v') d*z =

B B B =0

= /p[(v—v’)go]dA—O, daV -n=0

Uns bleibt also )
Erin — By =~ [ pllo = /J? <0

B
/ _ _ /
Eyin — B}, = 0 dann und nur dann, wenn v = v’

Zu guter Letzt folgt Ey,, < Ej,, mit Gleichheit nur am Minimum.

O
Korollar 35

Sei B ein Bereich mit festem Rand. Die einzige inkompressible Potentialstromung
(u=0), die es in B geben kann, ist v =0.
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Bemerkung: Fiir unberandete Bereiche ist dies falsch; z.B. 16st ¢(r,60) = (r+r~1) cos 6 das
Neumann-Problem mit 0, = 0 auf dem Einheitskreis und und x;-Achse, wo § = 0, wie in
der untenstehenden Figur gezeigt. Der Bereich ist zwar einfach zusammenhéngend, aber un-

Korollar 36

endlich ausgedehnt. Fiir eine stationére inkompressible Stromung ohne Gravitation gilt

p+ sz = const

2

Abbildung 7.1: 77

Beweis:

Wie schon weiter oben schon gezeigt haben wir

—p~'Vp
0

N | —

Dw = (v-V)v = -Vv?
7

stationar g

!

Daraus folgt nach Aufintegrieren die Behauptung. [
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Komplexe Geschwindigkeitsfelder

8.1 Einfiihrung

Sei v = (v, vs) ein C* Geschwindigkeitsfeld im R? mit v; = v;(z1, 22), das eine inkompres-
sible Fliissigkeit
dive = 811)1 + 821}2 =0 (81)

ohne Wirbel beschreibt, so dass
rotv=0= 81’02 — 821)1 =0 (82)

gilt.
Definition 37 (Komplexe Geschwindigkeit)

Die komplere Geschwindigkeit F' ist definiert als

F:=v; —ivy (8.3)

Definition 38 (Analytische Funktion)
Eine Funktion f(z) heifit ,analytisch“ (oder auch holomorph) an der Stelle 2y, falls

F2) = f(=)

Z—20 Z — ZO

existiert und unabhdingig vom Weg z — zj ist.

Wenn wir fiir z = 1 + izy und somit
f(2) = w21, 23) — fug(z1, 72)
schreiben und zwei Wege (siche Abb. 8.1)

zZ =T +i.’1720 — 20 = 1’10+i$20
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sowie
Z =X+ i.l’g — 2o = X109 + iiL'Qo

betrachten, so ergibt sich durch Einsetzen in den Differentialquotienten

f/('zO) = (81u1 - ialu?)'(zlo,wzo) = <_62u2 - ia?ul)‘(mo,mo)

Im

Z1o - iwo
To 4 0

20 1+ - rym .
20 = Tio +1T0 T + 1%

; ;
! f
Z10 Ty Re

Abbildung 8.1: Zur Herleitung der Cauchy-Riemann-Gleichungen: Der Differentialquotient
ist unabhéngig vom Weg z19 + izg — 29 bzw. 1 + ireg — 20.

Und schon haben wir die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir die C*-Funktionen u; und
us hergeleitet.

Satz 39 (Cauchy-Riemann-Gleichungen)

Fiir eine analytische Funktion f(2) = f(z1 + iz2) = wi(z1, x2) + iug(xy, z2) mit
dem Realteil Re(f(2)) = uy und dem Imaginérteil Im(f(2)) = us gilt

81’&1 + 82’&2 =0 und 8111,2 — 82u1 =0.

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind die notwendige (klar) und die hinreichende Bedin-
gung fiir die Analytizitat von f.

Umgekehrt, gegeben sei eine analytische Funktion F. Deren Real- und Imaginérteil,
némlich

vy := Re(F) und vy = —Im(F) ,

definieren im Hinblick auf (8.1) und (8.2) einen inkompressiblen, stationdren und wirbel-
freien Potentialfluss v.

Falls es ein W gibt, dessen Ableitung das Geschwindigkeitsfeld F' = dW /dz ist, so nennt
man aufgrund von Satz 39 und den Gleichungen (8.1), (8.2) und (8.3) W das zugehorige
komplexe Potential und schreibt W := ¢ + itp. Daraus folgt mit (8.3)

vy = 01 = Dot und vy = =019 = Doy
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Damit ist ¢ das Geschwindigkeitspotential mit v = Vi und ¢ die Strom-Funktion (stream
function) mit ¥|gp = const. Falls das komplexe Potential W stetig differenzierbar ist, so
ist es auch analytisch.
Betrachten wir nun einen umstrémten Korper B (sieche Abb. 8.3) und das dazugehérige
Geschwindigkeitsfeld v in B. Wie wir schon bei der Herleitung der Euler-Gleichung gesehen
haben, ist das Integral

F = —/pnds (8.4)

oB

die Kraft auf den Kérper mit dem Rand 0B im idealen Fluss. Das Wegelement —nds kann
in komplexen Variablen wegen der Beziehung

—idz =dy — idx L. 0B
auch als idz geschrieben werden (siche Abb. 8.2):

ds dz

1dz

Abbildung 8.2: Zur Veranschaulichung von —nds = idz, wobei 0B im positiven Sinn durch-
laufen wird.

-7

Abbildung 8.3: Ein umstromter Korper, der durch B dargestellt wird. Die Stromungsge-
schwindigkeit nimmt im Unendlichen den konstanten Wert U an.
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8.2 Das Lemma von Blasius

Lemma 40 (Lemma von Blasius 1910)

Die Kraft auf einen Kérper mit festem Rand 0B C R? = C in einer stationiiren,
inkompressiblen, rotationsfreien und idealen (p = 0) Fliissigkeit mit komplexer
Geschwindigkeit F' wird von

gegeben, wobei der Stern eine komplexe Konjugation bedeutet.

Beweis:
Laut Definition von F haben wir

.’F:—/pnds:ij{pdz

0B 0B

Damit ergibt sich sofort mit p = py— % pv?, vgl. Satz 13, wie es fiir den stationiiren Zustand
gilt:

F = —% f (vf + v%) dz — ifpodz (85)

B OB
——
=0
Nach der Definition von F' ist
F? = (v —ivy)* = v? — v2 — 2ivy0,

und in einer idealen Stromung gilt am Rand 0B wegen

v]|0B = n~v:< dy )(Ul>;07
—dz Vs

so dass fiir ideale Stromungen gilt:
v1dy = vodx (8.6)
Damit ist

F?dz = (v] — v — 2ivgve) (dz+idy) = (vf — v3) dz+i (v — v3) dy —2iviveda + 2v1v2dy =

:72iv%dy :2v§dz
= (v} +v3) dz —i (v} +v3) dy = (v} — v3) dz*
H/_/dx—Tidy
reell
= (F?dz)" = (v] +v3) dz (8.7)

Und die Kombination von (8.5) und (8.7) liefert das Lemma von Blasius. [J
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8.3 Das Kutta-Joukowski-Theorem

Satz 41 (Kutta-Joukowski-Theorem 1902/06)

Ein Objekt mit festem Rand 0B C R? in einer stationdren inkompressiblen
Potential-Stromung, die im Unendlichen die Geschwindigkeit U hat, empfindet
die Kraft:

F=—pl'cUn

mit LU und der Zirkulation I'c um 0B.

Beweis:
Die komplexe Geschwindigkeit F' = v; — ivy ist analytisch auf B und kann da in eine
Laurent-Reihe entwickelt werden,

F(z) =ap+ Z a,z"
n<—1
da im Hinblick auf
F(z) — Fuo=U; —iUs =: ag

|z[—00

die positiven Potenzen ) ., a,2" verschwinden.
Wegen der Analytizitdt bietet es sich des Weiteren an, das Geschwindigkeitsfeld F(z)
iiber die geschlossene Kurve C' := 0B zu integrieren:

%F(z)dz = ]{(Ul —ivg)(dz + idy) =

OB OB
= %(Uldib’ + vody) —|—i% (v1dy — vodx) = Ie.
—_—— —_——
6B v-ds OB =0, (8.6)  Def.

Auflerdem gilt dank Cauchy

1

= F(2)dz = a4
OB

und damit

=a; =l¢/2m . (8.8)

Wir schreiben die ersten Terme von der Laurent-Reihe von F?(z) hin:

2apa1  apas + a3
+ 2
2

F?(2) = a} +

so dass dank des Lemmas von Blasius und dem Integralsatz von Cauchy (unser neues a;
ist jetzt natiirlich 2aga,)

F=_"° %ﬁﬂ(z)dz = —%(271’1 -2apa1)" = —ipl'c(Uy + iUs) = —ipl'cU
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ist. Wenn wir von der komplexen Darstellung wieder in den R? wechseln, sieht die Kraft

folgendermaflen aus:
F = pFC ( U1 )

und damit senkrecht zu U, wie behauptet. [J

Bemerkung:

e Es gibt in einer idealen Fliissigkeit keine Widerstandskraft (parallel zu w), entgegen
der Praxis.

e Falls B eine Symmetrie-Achse e hat und U||e, so ist wegen der Symmetrie I'c = 0
und es wirkt wberhaupt keine Kraft. Dies ist das d’Alembertsche Paradoxon in zwei
Dimensionen.

e Wirbel an Fliigelenden (trailing vortices): Laut Kutta-Joukowski muss es eine
Zirkulation I'c # 0 geben, damit es tiberhaupt eine Auftriebskraft (lift) gibt.

O%Fczj{v-ds: rotv - dA

T
C Stokes v

Also muss rot v # 0 sein, wir haben sozusagen z.B. bei einem Flugzeug einen Wir-
belfluss durch die das Fliigelende umschlieBende Flidche Y. Das sieht in der Praxis
wie ein konzentrierter Wirbel am Fliigelende aus.

e Wichtige Frage: Wieso haben die obigen Betrachtungen wie Kutta-Joukowski denn

iiberhaupt Relevanz, wenn es Viskositat gibt? Die Viskositéit p mag zwar niedrig sein;
in Grenzschichten ist der Geschwindigkeitsgradient im Grofien und Ganzen grofl, so
dass sich ud,v auch beachtlich auswirkt.
Intuitiv: p ,klein“, also ist Re groB. Deshalb ist der Ubergang wie angegeben und
die Sache hat sich damit. Falsch! Die Grenzschicht kann sich von der Oberfliche
trennen (Prandtl 1904). In Abb.8.4 hat der Druck ein Maximum ps = pc in den
Stagnationspunkten A und C' und ein Minimum dazwischen (in B). Also reifit sich
die Fliissigkeit zwischen B und C' los. Wenn p grofi genug ist (und Re klein), gibt
es keine Trennung, sondern eine Grenzschicht und die Lage wird auflerhalb von der
nichtviskosen Theorie ziemlich gut beschrieben.

Wir werden spéter zeigen, dass fiir einen unendlich langen symmetrischen Fliigel, der
einen Winkel a mit der horizontalen Ebene einschliefit

I'c = —4nULsin«

gilt. Dazu sind die Funktionentheorie und die Prandtl’sche Grenzschichttheorie, die das
Ganze auf Euler reduziert, ganz niitzlich.
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Abbildung 8.4: Losreiflen der Grenzschicht: Zwischen dem Punkt B, wo der geringste Druck
herrscht und dem Stagnationspunkt C reiffit die Grenzschicht sich los.

8.4 Beispiele
e Konstante Geschwindigkeit a := U; — i Uy mit Potential W (z) := az und damit
F(z)=W'(z) = a =1, —ivy

so dass die Geschwindigkeit
v = ( . ) =U = const

ist.

e Sei B¢ eine Kreisscheibe mit Radius a und Mittelpunkt (0,0) und sei U > 0 (siehe
Abb. 8.5):

W(z) ::U<z—i—a;> Tgo—l—iw

Def.

2

= F(2)=W'(2)=U (1 - %) U
Wir miissen noch priifen, ob unser Potential iiberhaupt die Randbedingungen auf
OB = {|z| = a} erfiillt. Das heifit, dass die sich aus der komplexen Geschwindigkeit
F' ergebende Geschwindigkeit v parallel zum Rand sein muss. Dazu reicht es zu
zeigen, dass ¥|sp = const, dquivalent dazu, dass OB eine Stromlinie ist. Also, sei
z € 0B

= z=ae” = F(z):U(l—e_Qie)Tvl—ivg
Def.

wéhrend

W(z)=Ua (e’ +e) =2Uacosf € R

—_——
U(z+z*)ER
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so dass der Imaginérteil von W, ndmlich ¢, null am Rand 9|gp = 0 ist. AuBlerdem
v; = U(1 — cos 20), vy = U'sin 26
und folglich sind A und C' Stagnationspunkte mit

v(@=0)=v@=m)=0.
— N—
c A

da

U ?v* = (1 — cos20)* +sin® 20 = 2 — 2 cos 20 = 4sin §

Dieser Ausdruck verschwindet fiir = 0 sowie 6 = 7 und ist maximal fiir 0 = &7,
also in B und D (vgl. Abb. 8.5). Da p = py — Sv? ist, ist der Druck maximal in A
und C' und minimal in B und D, wéhrend ['gg = 0, da W eindeutig auf 0B (und
analytisch in offener Umgebung) ist und F' = W’ gilt, woraus folgt

Lop = j{F(z)dz = %W’(z)dz =0.

oB

- 0B B
]BC
0
A “ o
D

Abbildung 8.5: Stromung um eine Kreisscheibe: Im Unendlichen sei die Stréomung U. Die
Stagnationspunkte liegen bei A und C.

Wir hatten schon ¢/(r) # 0 als Beispiel einer inkompressiblen Stromung betrachtet, wo

Ay = —¢ die Wirbelstérke ¢ liefert. Falls ¢ = Im(W) und W analytisch, so ist der Fluss

auch wirbelfrei, wie z.B.

r r :
W(z) = %lnz = %(ln|z| +iargz)

Bedauerlicherweise ist W nicht eindeutig, aber die komplexe Geschwindigkeit

F(z)=W'(z) = 2

= F =T
2miz ~ (2)dz
c
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ist analytisch in C\{0} und ‘h|m F(z) =0, d.h. die Geschwindigkeit im Unendlichen ist null.

AuBerdem sind alle Kreise {|z| = > 0} Stromlinien, da

r r
W(z) = ﬁ(argz —1iln|z]) = +ip = Pz) = —%ln 2|

Def.

und damit 9|,j=, = —% Inr auf dem Kreis konstant ist.
Bemerkung:
r
Wi(z) = —In(z — 2
() = 5 n(z — =)
tut das Gleiche um zy verschoben, auf Englisch nennt sich dies ,,potential vortex at zo“.[]
Eine Kombination des zweiten und des dritten Beispiels liefert

2
r
W(z)zU(z—k%) 4 Inz

Auf dem Bereich B = {|z] > a} ist ¢|sp = const und fiir a = 1 ist Y|sp = 0. Damit
ergibt sich eine tnkompressible stationére Potentialstromung in B mit der asymptotischen
Geschwindigkeit v(oco) = (U, 0), so dass wir Kutta-Joukowski anwenden kénnen. Dazu ge-
hen wir in Polarkoordinaten (r,#) iiber und mit der wohlbekannten Darstellung komplexer
Zahlen in Polarkoordinaten z = 7 e kénnen wir das Potential W so schreiben:

( ) 10 a2 —i6 [ ( 9 il )
W =U +— + — (0 —1iln

2z re " e 5 T
Also haben wir fiir den Realteil von W

2

r
©o(r,0) = ReW = U cos¥ (r+a—> +_0
r 2m

Damit kénnen wir F(2) = vy —ivg = W/(2) = U <1 - ‘;—i) + 5 folgendermafen umformen:

2
F(z)y=U {1 — %(00520 —isin26)] + 2F, (cosf —isinf) =

mir
Ua? r 2 r

= U——GCOSQG——SmH 41 Ua—sin29——c089
r? 27r r2 27r

Wenn wir den Kreis {|z| = r = a} einsetzen und v; sowie vy gleich null setzen, erhalten
wir die Stagnationspunkte:

r r
vle(l—cos%)——sinééo, vy = —Usin20 + — cosf = 0
2ma 2ma
Wir 16sen die Gleichungen, zuerst fiir v,

r
2U sin’f = 5 sin 0
Ta
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r
= sinf=0 oder sinf = teall
nun fir vy
2U sinf cos 6 = Lcos@
Ta
0= d inf = 2
= cosf =0 oder sinf = Trall
so dass wir fiir |ﬁ| < 1 zwei Stagnationspunkte mit 6y = arcsin ﬁ und 7 — 6y haben,

sonst keine.
Bemerkung: Eine 3-dimensionale Sphére in einer idealen Fliissigkeit, die aymptotisch
(also auf 0o) die Geschwindigkeit U hat, hat das Potential (mit Normalenvektor n = x/|x|)

a3

o) (o o)

r2

so dass

v(x)=U+ % (g)3[3n(n-u) — U]

und wie man zeigen kann, ist in drei Dimensionen F = 0.

8.5 Abschlielende Bemerkungen und Beispiele

8.5.1 Rankine Wirbel

Wir befinden uns in Zylinderkoordinaten. Seien

v (r) = Qr fir r<a
BT Qe e fir r>a

und
mit r = \/2? + 23, so dass
2Qe, fir r<a

£:rot'v:{ 0 fir r>a

In den folgenden Abbildungen sind das Geschwindigkeitsfeld und die Wirbelstérke zu sehen.

Die Zirkulation ist ,
vy

2
e = ]{v ~ds = /Qa—(rde) = 21Qa’

T r
C r>a0

Auflerdem ist
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Qa

20

Abbildung 8.6: 77

Abbildung 8.7: 77
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Bekanntlich ist im Zentrum eines Tornados der Druck sehr viel geringer. Fiir r > a, wo ja
rot v = 0 ist, gibt es ein ¢ mit v = V. Wir schreiben den Gradienten in Zylinderkoordi-
naten aus.
Vo= 0,pe +r '0ypey)+ 0.0 €, =v
~
-0 =0

Weil lokal v = v,e, + vgeg + v.e, gilt, mit vy = Qa?/r fir r > a, und T'c = 27Q0a? ist,
schreiben wir

r
Opp =Tc/2m = () = ﬁ
Bekanntlich ist auch v; = dst und vy = —019, so dass wir 1 ebenfalls bestimmen kénnen

divve =0 = v =rot(¢ve,)

was sich mittels
e rey e,
rotv=r"10, 0 0.
Uy TUp U,

auch so schreiben lasst

€. Te€y e,

v=1(r,0) = v=r"119, 0 0,

0 0
Also ist
vy =710 =0
und
vg = —1 (ro) = QF?C; =  Y(r,0) = — %y

so dass wir fiir das komplexe Potential

r r r
W(z)=p+ip = —0(0 —ilnr) = —C(1H|Z| +iargz) = < Inz
o1 2mi 2mi

erhalten, einen alten Bekannten also.

8.5.2 Die Stokes’sche Widerstandsformel in neuem Lichte

Wir beginnen wieder mit den Navier-Stokes-Gleichungen:

Dy = 0 Vv=g—p 'V A
= 0w +(v-V)v=g—p Vp+rvAv

=0, stationdr  vernachlissigt
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Den Triagheitsterm (v-V)v kann man fiir kleine Reynolds-Zahlen (also fiir grofle Viskosita-
ten v > 1) vernachléssigen (s.o.). Wie im Kapitel iiber die Stokes’sche Widerstandsformel
haben wir mit g = 0 wieder die Gleichungen

puAv=Vp  divo =0 vlop =0 (8.9)

Gesucht ist ein Geschwindigkeitsfeld v(r,#), welches rotationssymmetrisch beziiglich der
z-Achse ist. In sphérischen Koordinaten (r, 0, ) gilt:

divo = 7720,(r*v,) + (rsin0) "' 9y(ve sin 0) + (rsin0)'d,v,

und

| e, reyg (rsinf)e, ——(0p(vy sin 9) Jy0p)
rotv = gy O, Oy ‘@7 = % 151111 50,0, — rv¢))
v, rvp  (rsind)u, ~(0r(rvg) — (%vr)

Aufgrund der Rotationssymmetrie ist v, = 0. Mittels einer Stromfunktion 1 (r, ) kénnen
wir divv = 0 befriedigen

1 1
= = 1
Ur r? sin 9891/} und Ve rsinf Or¢ (8.10)
und damit
0
rotv = 0
_rsianAw
mit " .
A=p+ X2 ae( , ag>
r sin 0
Wir schreiben nun (8.9) in der Form
Vp = —protroty (8.11)

grad div v—Av

beachten
Vp = O,pe, +r 'Ogpey + (rsinb) "', pe,

und setzen in (8.11) die Rotation von

rotv = ——— 0A¢e@
ein und bekommen
Op = T 989&¢
sowie L
Ogp = g (8.12)
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Nun leiten wir dyp nach r und 0,p nach 6 ab:

Dy, p = Ka(,—e) Dy + ag] A

8,99p = ——aQAw

Da die partiellen Ableitungen vertauschen, ist die Differenz null und wir erhalten

= [(89—0) Op + 09} Ay + —Qawa =0

. [a,? Smeag (—989)1&/;:0

= A=
mit den Randbedingungen (8.9) und wegen (8.11)
Orth|r=a=0pp|r=a = 0 (8.13)
fiir r = a sowie fir r — oo
v, = U cosf und vg = —U sin6
Da v durch (8.10) gegeben wird, muss wohl fiir r — oo

¥(r,0)

r2

1
= §U sin? 6
gelten. Im Endlichen probieren wir als Ansatz fiir ¢ deshalb

Y(r,0) = f(r)sin?6

(3:-3) 1000

reduziert, einer Gleichung, die linear in f ist. Der Ansatz f(r) = r® liefert

was sich mit A% = 0 zu

(@ =2)(a=3) = 2f[afa - 1) = 2] =0

Diese Gleichung hat vier Losungen, namlich —1,1,2 und 4, so dass

A
f(ry ==+ Br+Cr*+ Dr?
r
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Die Konstanten folgen aus den Randbedingungen, r — oo ergibt C' = %U und D = 0,
withrend r = a mit (8.13) die Gleichung f(a) = f’(a) = 0 liefert, woraus A = 1a*U und

B = —%aU bestimmt werden konnen. Wir erhalten so fiir ¢
U (a’ 2\ o2
W(r,0) = T\ — 3ar + 2r® | sin” 6
r

Die Stromlinien ¢ = const! sind symmetrisch beziiglich der x;-xo-Ebene, d.h. § = 5.
Im Klartext, mittels (8.10) steht v(r,#) nun vollstandig zur Verfiigung.

Wir wenden uns nun der Widerstandskraft zu. Dazu miissen wir den Druck p berechnen.
Wir setzen

Ag = 0% sin?0
2 r
in (8.12) ein und erhalten durch Integration

3ual

52 cos
,

P(T, 9) = Poo —

Wie wir schon bei der Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen bei Cauchy gesehen haben,
ist die Spannung ¢, die auf ein Oberflichenelement dA mit dem Normalenvektor n an der
Stelle & wirkt, gegeben durch

ti=> Tyny =Y (=pdij +oi)n
j

J

mit dem Z#higkeitsspannungstensor o;; = p(0;v; + 0jv;) fir ein Geschwindigkeitsfeld
—_——
2¢44
v(x,t). Damit wir spéter nicht mehr von den kartesischen Koordinaten abhingig sind,
beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma 42

t=—pn+p2(n-V)v+n x rot v

Beweis:

n X rotv =n X Z(ei X 0jv) = Z(n -0v)e; — Z(n - e;)0v =

% A i

= Z [nj@-vjei — ni@-(vjej)] = Z [njaivjei — (nﬁlv])dlv Z vﬁjviejej

i iJ i

'Es ist v grad ¢ wegen (8.10) und grad ¢ = ( 18(‘;12 )
=0p
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= Z [njaivjei - (nji?jvi)ei]
ij

O
Wenn wir diese hiibsche Formel auf der Kugeloberfliche mit n = e, anwenden, wo der
Gradient

V =e,0, +epr 0+ e,(rsin 9)_1@

ist sowie r = a und ¥ (a, #) = 0 beachten, stellen wir fest

t = (—p+2u0,v,)e, + 2u0,v9€e9 + 2110, v,€, + €, X e@g[&,(rv@) — Oguy] =

A
=0
= (_p + Qluarvr>er + [ua&«% -+ ﬁ@gvr} €y =
T a

= (—poo + 3uU oS 9) e, + (—3MU sin 9) €y
2a 2a

. (. 2
~~ N~

tr to

Was wir brauchen, ist

3ulU
t:=t-e3=1t,cosl —tysinf = —poocosﬁ—l—g—
a

Die Widerstandskraft lasst sich als Flachenkraft mal Fléche wie folgt berechnen:

™

e Ul
Fyw = /t27ra sin fadf = —poo/ (27ra2 sin @ cos 6 + 5—27ra2 sin 9) df = 6rpal
a

Damit haben wir die Stokes’sche Widerstandsformel recht elegant hergeleitet.

’ Fy = 6rualUes ‘

Zum Vergleich mit dem Experiment definiert man sich gerne die dimensionslose Grofle

Fy 24 .
:WZE, mltR€:2aUp/,u

OD :
und tragt sie doppelt logarithmisch gegen aU auf. Die N&dherungen, die es uns erlaubt
haben die Stokes’sche Formel herzuleiten, sind demnach gut, wenn Re < 1 ist, was man
daran erkennen kann, dass die Kurve eine Gerade ist.



Kapitel 9

Lineare Theorie der Wasserwellen

Zur Theorie der Wasserwellen setzen wir die y-Achse als die ,,Hohenachse* fest, wiahrend die
z- und die z-Achse die Wasseroberfliche beschreiben. Der Boden ist somit eine Funktion
von x (siehe Skizze 9.1):

Abbildung 9.1: Koordinaten fiir die Beschreibung von Wasserwellen: Das System ist trans-
lationsinvariant bzgl. der z-Achse.

y = —h(z)

93
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Desweiteren betrachten wir eine nicht viskose und inkompressible Fliissigkeit. Wir haben
also divv = 0 und v = p~ ' = 0, weswegen wir die Eulergleichungen ansetzen konnen.

1
Dyv = 0w + ('U : V)’U = _;Vp—i_g

Auflerdem wird angenommen, dass die Fliissigkeit wirbelfrei ist. Es gilt also
rotv =20
weswegen ein Potential ¢ mit v = V existieren muss, so dass

divoe =0, v=Vp = Z@fgpzAg@zO

Demnach ist ¢ also harmonisch. Wir betrachten die schon weiter oben benutzte Identitét

1
vxro_tov:V<§'v-v>—(v-V)v

und erhalten somit
1
(v-V)o=V <§Vg0 . Vgo)
Wir fithren wie iiblich wieder das Gravitaionspotential v ein

g=-Vigy) = -Vy

2

mit g &~ 10ms™*, so dass die Euler-Gleichung so aussieht:

1
(V) +V (§V90 . Vs@) =—p 'Vp—V(gy)

1
:>V<8tgo+§Vgo-th+p_1p+gy> =0

N J/

-

=C(t)

t
Aufgrund der Transformation ¢ — ¢+ [ C(s)ds, welche v = Vi unveréindert lisst, konnen
0

wir C(t) = 0 nehmen und bekommen wieder die Bernoulli-Gleichung (1738)

1 _
O+ 5 IVel?+p 'p+gy =0 (9.1)
——

—v?

Sobald wir ¢ kennen, wissen wir auch iiber p Bescheid.



9.1. RANDBEDINGUNGEN FUR DIE FREIE OBERFLACHE 95

9.1 Randbedingungen fiir die freie Oberflache

Vorlaufig ist die Situation translationsinvariant beziiglich der z-Achse, vgl. die Figur zu
Beginn des Kapitels. Also ist die Wasseroberfliche y eine Funktion von x und ¢. Die Was-
seroberfliche wird ab jetzt 1 genannt:

Yy = 77(5”7 t)

Da wir vorlaufig die Oberflichenspannung o vernachléssigen, ist an unserer freien Oberfla-
che p = pum eine Konstante. Mit p — p — pasn ergibt sich p = 0 an der Oberfliche und
wir haben somit folgende Randbedingungen

(a) dynamische Randbedingung an einer freien Oberfliche. Mit Bernoulli folgt
1 2 | 1
0o+ 5 IVl + 7 p+ 9y = Oly=n(et (9-2)

(b) kinematische Randbedingung an einer freien Oberfliche: Die Fliissigkeit an der
Oberflache bleibt an der Oberfliche. Falls also ein Fliissigkeitselement an der Oberfla-

che die Trajektorie x(t) verfolgt, dann ist seine y-Koordinate gleich der Auslenkung
n(x(t),t) der Oberfliche, d.h.

Differentiation nach der Zeit liefert

d d
vy = 3 @)y = n(@(t),t) = Dz, 1)

und somit
Oy = Om(z,t) + (02)Oun(2, t) | y=n(z.t) (9:3)
an der Oberfliche.

(c) der Boden ist nicht durchlissig, so dass gilt
Ontp = Oly=—n(a) (9-4)
wie es bei der Eulergleichung iiblich ist.

Nun kommt die Linearitdt ins Spiel. Es wird angenommen, dass die Auslenkung an der
freien Oberflache und sonstwo wviel kleiner als die Wellenldnge ist, so dass Terme der Ord-
nung > 2 vernachléssigt werden konnen. Dies wird spéter noch iiberpriift. Damit ergibt
sich fir h(z) = h

Ap=0, —oco<z<oo, —h<y<n(xt)—0
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mit den Randbedingungen
Oup + 911 = Oly=y(a.t
(9.2)
WO
(Y, U)ly=y = (2, 0,1) + n(dyp)ly—0

ist, so dass fiir die dynamische Randbedingung die Ndherung
A + gn = 0ly=o (9.5)

bleibt, woraus n(x,t) folgt, falls ¢ bekannt ist, sowie fiir die kinematische Randbedingung

Ay = Omly=o (9.6)

und wir haben nach wie vor die Randbedingung fiir den Boden (9.4)

ay@ = O|y=—h

SchlieBlich brauchen wir Anfangsbedingungen zur Zeit ¢t = 0 und eine Ausstrahlungsbedin-
gung (radiation condition) in einem unendlichen Bereich.

9.2 Fortschreitende Wellen im Schwerefeld (gravity
waves)

Der Ansatz ist
p(x,t) = F(z — ct)Y (y)

aus x — ct = const folgt ‘é—f = ¢, weshalb der Term x — ¢t eine Welle beschreibt, die mit der
Phasengeschwindigkeit ¢ in die positive (negative) z-Richtung lauft, falls ¢ > 0 (¢ < 0) ist.
Nun weiter

ANp=0p+0p=0=F'Y +FY"=0

und deshalb
F// YI/

= = —k?
F Yy
~~~ ~~~
r—ct Yy

Man sieht, dass Ay = 0 die beiden Funktionen F und Y koppelt. Wir haben also je eine
Differentialgleichung fiir F' und Y

F'+EkEF=0 und Y" - kY =0

Die Losungen sind
F(z,t) = Acosk(z — ct) + Bsink(z — ct)

Y(y)=Ce¥+De
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Aus der Randbedingung d,¢l|,—_5 = 0 folgt fiir Y (y)
kCe ™ _kDe =0 = (C=De*"

ek(y+h) + efk(y“i’h)

2

= Y (y) = D(e*h 1 ekv) = 2D k" < ) = 2Diekh cosh[k(y + h)]

D

so dass
¢(x,t) = coshlk(y + h)] [Acosk(z — ct) + Bsink(z — ct)] (9.7)

. /
-~

periodisch mit Periode 2%::)\

mit A = AD und B = BD. Wir kombinieren nun die linearisierten Randbedingungen (9.5)
dp+gn=0 = 020+ gdn=0],—
und (9.6)
Ay = Omly=o
zu
0} + 90yp = Oly=o
Wenn wir (9.7) einsetzen, bekommen wir
[—(kc)? cosh(kh) + gk sinh(kh)| { Acos [k(z — ct)] + Bsin [k(z — ct)]} =0

~
z beliebig

= [—(kc)? cosh(kh) + gk sinh(kh)] = 0
was wir zur Dispersionsrelation umformen konnen:

| > = Ztanh(kh) |

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ hangt von der Wellenlénge A = 27“ ab.

A orh\1"?
c(\) == {g—ﬁ tanh (%)]

Das + zeigt, dass die Welle in positive und negative Richtung laufen kann. Es gibt zwei
wichtige Spezialfille

(a) Untiefes Wasser (shallow water)
Hier ist

h

so dass die Dispersionsrelation

N gA2rh|
c(\) ~ + {271 ) } = ++/gh

liefert, also eine Welle ohne Dispersion.
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(b) Tiefes Wasser (deep water)
Hier ist andererseits

h

und wir erhalten

SchlieBlich bestimmen wir die Bahnen der Wasserteilchen. Dazu berechnen wir n(z,t) an
der Oberfliche. Zuerst formen wir die eckige Klammer in (9.7) um

Acosk(x — ct) + Bsink(x — ct) =

_ _ A B
A2 BHYV2 | cosk(x —ct)+ —— sink(x —ct)| =
W+ BV o coskle —et) + g sin k(e = ot)
—:si =:cosa
V A? + B2sinfa + k(z — ct)]
C

Das setzen wir in (9.7) ein

24]
=0

o(z,t) = C cosh[k(y + h)] sin[k(x — ct) +

Man kann « ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich null setzen, da dies lediglich
einer Verschiebung des Nullpunkts der z-Achse entspricht. Daraus ergibt sich mittels der
linearisierten dynamischen Randbedingung (9.5) bekanntlich 7:

n(x,t) = —g ' 0ply=0 = C‘% cosh[k(y + h)] cos|k(z — ct)]

J/

-~
=:a

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen

n(x,t) = acos[k(x — ct)]
(k) = £ tanh(kh)

a coshlk h)|] .
o(x,t) =2 - % sin[k(z — ct)]

Fiir tiefes Wasser haben wir A << h = kh > 1 und

1 o —kh

—_— =~ 1
cosh(kh) ¢ <

eine exponentielle Dampfung also. Da g eine (ersichtlich) wichtige Rolle spielt, nennt sich
die obige Welle , progressive gravity wave".
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Als néchstes betrachten wir die Bahn eines Fliissigkeitsteils an der Oberfliche. Wir starten
mit

z = (v,y) = (Xo + X1(t), Yo + Yi(t))
wobei &g := (Xo, Yp) und X; und Y; kleine Stérungen sind mit X;(0) = ¥7(0) = 0. Es gilt

X1 = 0,0(%)|oay = ﬁf]kh) cosh[k(Yy + h)] cos[k(Xo — ct)]
Vi = 0,0(2)|e—sy = % sinh[k(Yp + h)] sin[k(Xo — ct)]

Einmal nach ¢ integrieren und sin[k(X, — ct)] + cos®[k(Xo — ct)] = 1 einsetzen ergibt die
Ellipse

X, _ag sin(kXy) 2 Y, _ag cos(kXp) 2 B ag 2
cosh[k(Yy + h)]  kc?cosh(kh) sinh[k(Yp +h)]  kc2cosh(kh)| — \ kc®cosh(kh)
N { Xikc? cosh k B const} 2 N [ Yikc? cosh k B const] 2 _
ag(cosh[k(Yy + h)]) ag(sinh[k(Yy + h)]) B

Und wenn wir den Mittelpunkt der Ellipse verschieben, erhalten wir schliefSlich

Lg(iﬁi@fh)}ﬂz [g<yf1[k(y}fh)])] =1

so dass sich die Fliissigkeitsteile in einer kleinen Ellipse mit der gleichen Periode wie die
grofle, treibende Welle bewegen. Die Hauptachsen b; und by der Ellipse

() + (1) =

b — ag cosh[k(Yo + h)]
"7k cosh(kh)

lauten [ |
ag sinh[k(Yy + h)
d b=
o 27 %2 cosh(kh)

und sind parallel zur z- und y-Achse. Wenn Y, — —h, so wird die vertikale Hauptachse
immer kiirzer und damit die Ellipse immer diinner.
Bemerkung:

e Am Boden wiirde die Fliissigkeit ,hin und her* rutschen, was mit Viskositéit schwer
vorstellbar wére.

e In fithrender Ordnung gibt es, wie man sieht, keinen Netto-Massentransport, in zwei-
ter Ordnung schon.
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9.3 Begriindung der Plausibilitit der Linearisierung
In der kinematischen Randbedingung (9.3) wurde
om = 0(a/T) = O(2mac/\) = O(ack)
mit der Periode T beibehalten, aber
Dpp0yn = O(a’gk/c)
vernachléssigt. Die GroBenordnung von 0,¢0,n folgt aus

ag cosh|k(0+h)] 1 ag
O ply=0 = EW T coslk(z — ct)] = ~ coslk(z — ct)]

= (Oup) = ag/c

und

O(0:n) = a/A

Diese Néherung ist somit richtig, solange a’gk/c < ack ist, also solange
ag <K c?

gilt. Mit der Dispersionsrelation
= %tanh(kh)

folgt
%tanh(kh) > ak

In tiefen Gewdssern ist tanh(kh) ~ 1, weshalb wir

a

fir die Ndherung fordern miissen. In untiefen Gewéssern haben wir tanh(kh) ~ kh und
damit

a<h@%<1

Die lineare Ndherung ist also moglich, wenn folgende beiden Bedingungen gelten

’a<<)\ und a<<h‘
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9.4 Gruppengeschwindigkeit

In der Physik gibt es drei Typen Geschwindigkeiten:

e die Teilchengeschwindigkeit, mit der die Fliissigkeitsteilchen ihre oft harmonische
Bewegung beziiglich ihres Gleichgewichtspunktes durchfiihren.

e die Phasengeschwindigkeit, mit der sich die Phasen im Medium fortpflanzen, wie
in
d d
coslk(zx —ct)] = k o)=0 = Ho¢
—_—— dt dt
const
e die Gruppengeschwindigkeit, also eine Uberlagerung von Wellen. In einer linea-
ren Theorie kann man Wellen, die verschiedene Frequenzen (bzw. Wellenvektoren
k) haben, immer iiberlagern. Diese bilden dann eine Gruppe. Wegen der verschie-
denen Wellenvektoren haben die Elementarwellen aufgrund der Dispersionsrelation
auch verschiedene Phasengeschwindigkeiten.

Wir betrachten zuerst zwei Wellen mit gleicher Amplitude, aber leicht verschiedener Wel-
lenzahl £ und Kreisfrequenz w.

af[cos(k1x — wit) + cos(ker — wot)] =

1 1 1 1
= 2a cos 5(1{1 — ko)x — §(w1 — wg)tl cos [§(l~c1 + ko) x — 5(@01 + wo)t| = Acos(kx — wt)
::f;(’:p,t) :‘,k ;w

Die Uberlagerung sieht also praktisch wie die urspriinglichen Wellen aus, aufler dass die
Amplitude A langsam in Raum und Zeit moduliert wird, und zwar mit der Wellenzahl %Ak
und der Frequenz %Aw. Deswegen betrachten wir A selbst als Welle mit der Geschwindigkeit

P
Wir formen den Ausdruck fiir ¢, um.
dw d de de
Cg:@:&(k’C):C‘i‘kd—(fkTi—/\a

A2

Solange g—i < 0 1ist, ist ¢; < c. Dieses Ergebnis kombinieren wir nun mit der Dispersionsre-
lation, die wir weiter oben fiir die Wasserwellen in linearer Ndherung hergeleitet haben.

A(k) = %tanh(k;h)

Um uns das Ableiten zu erleichtern formen wir ¢, = ¢ + k‘% um in

k dc?
:C+—

g 2¢ dk

C
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und erhalten fiir obige Dispersionsrelation

c m 2kh
Cy = — —_—
99 sinh(2kh)

Damit haben wir fiir tiefes Wasser (kh > 1)
Cg = 5
und fiir untiefes Wasser (kh < 1)
cyg=c

Wir betrachten nun eine Uberlagerung vieler Wellen, die die Wellenzahlen k; ~ k und die
Kreisfrequenzen w; ~ w haben. Wir lassen nun auch verschiedene Amplituden a; zu:

acos(kxr — wt) + Z a; cos|(k + 0k;)x — (w + dw;)t + &) =

7

= [a + Z a; cos(0k;x — dw;t + 6@)] cos(kx — wt)

(2
N J/
-

=A

_ [Z a; sin(dk;x — dw;t + gi)] sin(kxr — wt) =

N J/
-

=:B
= Acos(kr — wt) — Bsin(kr — wt) =: C cos(kx — wt + ¢)

mit C? := A? + B? und tane := £. In C stecken noch die Argumente des Sinus und
Cosinus, also 0k;x — dw;t + ¢;, die wir folgendermafien umformen

50)1'
Ok;

5]{321' — &uit +¢& = (Sk’Z ($ — t) + & = (5]{32(1‘ — Cgt) +&;

Also éndert sich C' in guter Naherung mit der Gruppengeschwindigkeit c,. Damit ist dieser

Begrift sinnvoll, solange ‘;‘l‘;? zu einem wohldefinierten, also von ¢ unabhéngigen c, fiihrt.

Die Einhiillende C' definiert somit die Gruppe.

N aaN1le

Abbildung 9.2: 77
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Mathematisch priziser sollten wir die Uberlagerung als Integral betrachten
I(t) = Re / a(k) ellkz=e ] g
und fragen, wie sich I(t) asymptotisch, also fiir ¢ — oo verhilt. Dies ist kein einfaches

Problem und fithrt unter anderem auf die Methode der stationdren Phase und damit zur
Literatur, z.B. L.A. Segel, Mathematics applied to continuum mechanics (Macmillan, New

York, 1977).
Bemerkung:
o der Begriff der Gruppengeschwindigkeit hat nur dann einen Sinn, wenn ¢, = ‘é—‘,;’ auf

dem Trager von a, also auf supp a, praktisch konstant ist. Die obige Diskretisierung
zeigt dann schon, wie schnell sich das Wellenpaket fortpflanzt.

e Ls gibt folgende Skizze als nette Interpretation von ¢y = c¢— )\g—f\, wenn c als Funktion
von A zur Verfiigung steht.

c

c(A)
Cg()\o)

Abbildung 9.3: 77

Diese Konstruktion liefert auch sofort ¢,(Ag) < ¢(Xo), solange 9< < 0 ist.

9.5 Stehende Wellen im Schwerefeld

Nach wie vor gilt die Laplace-Gleichung
Ap =0
Als Ansatz wihlen wir nun
ple,t) = X(2)Y (y)T(t)
Einsetzen in die Laplace-Gleichung liefert
XN Y//

XY+ XYY" =0 = = —k?
( + ) e v
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Also
X"+ kX =0 und Y" kY =0

Die Losung fiir X (z) ist somit
X(z) = Ccos(kzx) + Dsin(kx)
Mit der Randbedingung fiir den Boden, also 0,¢|,—_; = 0, folgt fiir Y (y)
Y (y) = Bcoshlk(y + h)]
Das fassen wir zu p(x,t) zusammen
o(x,t) = cosh[k(y + h)][C cos(kz) + D sin(kz)]T(t)

Mit der linearisierten dynamischen Randbedingung (9.5) folgt, wenn sie nach der Zeit
abgeleitet wird:

92 + gdyp = 0ly=o
Daraus folgt

[T" cosh(kh) + Tgk sinh(kh)][C cos(kz) + Dsin(kz)] =0
und daraus folgt wiederum
T" cosh(kh) + Tgk sinh(kh) = 0
Und wir erhalten mit der Dispersionsrelation w?(k) = gk tanh(kh)
T+ (k)T =0
Die Losung ist -
T(t) = F coswt + Gsin(wt) =: F cos(wt + ¢)

mit der Phase ¢. Zu guter Letzt verschieben wir die - und die ¢-Achse und erhalten
@(x,t) = Lcosh[k(y + h)] - cos(kx) - cos(wt)

Nun formen wir diese Gleichung noch mittels (9.5) zu einer Gleichung fiir die Oberfléche
n(x,t) um

n(z,t) = L?w cosh(kh) - cos(kh) - sin(wt)

Schliellich definieren wir I
0= cosh(kh)
g

und erhalten die vollstdndige Losung



9.6. WELLEN IN UNTIEFEM WASSER 105

n(x,t) = acos(kh) - sin(wt)
w?(k) = gk tanh(kh)
p(x,1) = Soagam Coshlk(y + h)] - cos(kx) - cos(wt)

Wie erwiinscht ist a cos(kz) die einhiillende Kurve der Welle, wir erhalten die gleiche Dis-
persionsrelation wie vorher, aber im Gegensatz zu den Ellipsen sind die Teilchenbahnen
nun vertikale Geraden.

Bemerkung: In einem Schwimmbecken haben wir zusétzliche Randbedingungen, die dafiir
sorgen, dass nur diskrete k-Werte erlaubt sind.

9.6 Wellen in untiefem Wasser
Wir beginnen mit der Eulergleichung fiir den Impuls a eines Fliissigkeitselements
1
a=Dwv=—-—-Vp—g
p
Es ist iiblich hier anzunehmen:
(i) ay < g
(i) ho < A

(ili) v, héngt nicht von y ab.

Patm

ho(z)

h(z,t) /

I

Abbildung 9.4: 77

Mit (i) folgt aus der Euler-Gleichung

1
Oyvy + (V,0,vy + V,0yvy) = - D—g=a,~0

Damit erhalten wir
oyp(z,y) = —pg
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so dass
p(xa y) = Patm T pg(h(ma t) - ho(l’) - y)
Nun sehen wir uns die xz-Komponente der Euler-Gleichung an

1
Ay = Dtvx = ——0gp
P

Wir setzen den eben ermittelten Druck ein
Orvy + 0,0,0, + gOL[h(x,t) — ho(z)] =0 (9.8)
n(z,t)
Die Massenerhaltung liefert eine zweite Gleichung

MY et A

RN

-
T r+ Ax

Abbildung 9.5: 77

Oy [ph(x,t)Ax] = (ph(x,t)v,)(z) — (ph(x, t)v,)(z + Ax)

(. J . . /

vV Vo Vo
Masse in der Scheibe Einstrom Ausstrom

Wir lassen Az gegen null gehen
AWlph(z, )] = 0. [ph(x, .

so dass wir nach Kiirzen der Dichte p eine zweite Gleichung fiir die zweidimensionale
Bewegung erhalten:

Oth(x,t) = —0h(x, t)v, (9.9)
Die beiden Gleichungen (9.8) und (9.9) sind nichtlinear und bilden zusammen die Glei-
chungen fiir untiefes Wasser (shallow water equations).
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9.6.1 Lineare Anniherung
Wir machen zwei Annahmen
vy K 1 und h(z,t) — ho(z) = n(z,t) < 1
Diese setzen wir zuerst in (9.8) ein und bekommen
Oy + g0 (z,t) =0
da wir den Term v,0,v, vernachldssigen kénnen. Nun zur Gleichung (9.9). Mit
Oth = Om(z,t)

und
h(z, t)v, = [n(x,t) — ho(z)]ve = ho(x)v,

folgt
on(x,t) + Oplho(x)v,] =0

Wir leiten die untere Gleichung nach der Zeit ab und setzen die obere ein
O (x,t) = —0u0ho(x)v,] = —5x[ho($)% = 90:[ho(2)Ien(z, t)]
—99an(2,t)
Damit haben wir eine verallgemeinerte Wellengleichung fiir n(x,t) hergeleitet.
| 9in(z,t) = g0u[ho(x)dun(z, t)] |

Wenn hg(z) = hg = const eine Konstante ist, liefert die verallgemeinerte Wellengleichung

¢ 20in(x,t) = Ogn(,1)

mit ¢ = y/ghg. Diese Differentialgleichung liefert eine Welle ohne Dispersion, da sie eine
von der Wellenlénge unabhéngige Phasengeschwindigkeit liefert. Die allgemeine Losung ist

n(z,t) = f(z —ct) + g(z +ct)

wobei f und g zwei beliebige zweimal differenzierbare Funktionen sind.
Beweis:
Wir fithren neue Variablen ein:

ui=x+ct und vi=x—ct

Unter Beachtung der Kettenregel finden wir

Opn(u(z), v(x),t) = dun(u(z), v(z), ) + dyn(u(z), v(z), )
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da d;u(r) = d,v(x) = 1 und ganz analog (im Folgenden lassen wir die funktionale Abhén-
gigkeit von 7 der besseren Ubersichtlichkeit halber weg)

0%y = 920+ 20,0,n + O*n

Genauso gilt
815277 = 02(6577 - 28uav77 + 8377)

Daraus folgt mit der Wellengleichung, dass
0,0y, =0
sein muss. Diese Gleichung integrieren wir nun nach
Oyn = F(v) + const

und nochmal nach v

1= [ P00 (0 + const = (0) + glu) = fo = ct) + g(a + ct)

—_—— const:=0
=:f(v)

O

Man beachte, dass f nach rechts lauft und ¢ nach links. Dabei stéren sie sich nicht, wie
Solitonen.

Als Alternativbeweis dafiir, dass n(z,t) = f(x — ct) + g(z + ct) die allgemeinste Losung
ist, zeigen wir, dass sie sich einem beliebigen Anfangszustand anpassen lésst:

Sei zu Zeit t =0

n(z,0) = fi(x)  und  9n(z,0) = fo(z)
so dass
fl@)+g(z) = fi(z)
flx) = g'(x) = ¢ fal2)

Wir integrieren die untere Gleichung nach x

@) = 9(0) = ¢ [ 2la)ds’ + [fan) - gla0)

const=:0

Durch Addieren (Subtrahieren) der integrierten unteren Gleichung zur (von der) oberen
Gleichung erhalten wir schliellich

f@) =5 [ A)+ ¢ [ fla)aw
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e = 3 | 5e) =+ [ ftatsan

Beispiel
Sei

BE) =0 = @t = %[fl(:c —et) + fi(z + b))

d.h. die Stromung wandert zur einen Hélfte nach rechts, zur anderen nach links, beides
ohne Forméinderung, also unverzerrt, wie in folgender Skizze: U

Abbildung 9.6: 77

Damit lasst sich n(z,t) sehr kompakt schreiben. Wir definieren dazu fi(x) = no(x) und
fa(x) = —vo(x):
T+ct

n(x,t) = % [no(z — ct) + no(x + ct)] + % / vo(z')da!

x—ct

9.6.2 Tsunamis

Die Skizze zeigt, wie im Ozean durch ein Erdbeben eine Welle erzeugt wird, die sich auf
das Ufer zubewegt, wobei sich die Tiefe des Wassers vermindert. Die vom Erdbeben im

-

Abbildung 9.7: 77

Meer erzeugten Wellen haben eine relativ kleine Amplitude im Bereich von einigen Me-
tern. Durch die Steigung des Meeresbodens zum Ufer hin nimmt die Wellenlénge stark ab
und gleichzeitig die Amplitude stark zu, was die Ursache der verheerenden Wirkung der
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Tsunamis ist.
Fiir die Wassertiefe ho(x) gilt

Heo fir 0<x<L
_ L = =
o) = { H fir x> L

Bemerkung: Im Ozean nimmt die Geschwindigkeit der Welle Werte von v &~ 700 km/h =~
200m/s an. Mit der fiir tiefes Wasser giiltigen Dispersionsrelation

)
c(\) ~ \/g—7T ~ 2001 /s

erhalten wir Wellenldngen im Bereich von A ~ 25km. Wir haben also grole Wellenléingen
und damit untiefes Wasser, weswegen wir die die oben hergeleitete lineare Theorie fiir
Wellen im untiefen Wasser verwenden koénnen.

Da H., sehr viel kleiner ist als die Strecke L, nach der sich die Tiefe nicht mehr dndert,

kénnen wir schreiben
H.,/L<1l = tanf=H./L=pf
Es geht weiter mit der verallgemeinerten Wellengleichung

@277(957 t) = gaa: [hO(x)axn(xv t)] = gax[ﬁxamn(xv t)] = gﬂxain(% t) + gﬂazn(xa t) (910)

mit der Randbedingung
n(L,t) = acos(wt + ¢)

Deswegen wihlen wir als Ansatz fir 0 < x < L
n(z,t) = cos(wt + €)H (x)
In Gleichung (9.10) eingesetzt liefert das

d*H(z) dH(z) w? B

mit H(L) = a. Wir substituieren

T =: 25°
dH(z) _ 1 dH(s) nd d*H (z) _ 1 d*H(s) 1 dH(s)
dx 4s ds da? 1652 ds? 1653 ds
In die Differentialgleichung eingesetzt ergibt dies die Bessel’sche Differentialgleichung null-

ter Ordnung
2 2
d?H (s) +1dH(S) N (&u )H(s) _0

=

ds? s ds 903
Wir transformieren noch einmal, und zwar ¢ := %s, und erhalten

H'(t) +t ' H'(t)+ H(t) = 0
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Die Losung dieser Differentialgleichung ist die Besselfunktion nullter Ordnung Jj

R CNON
o) = ; INCESY

o
mit der Gamma-Funktion I'(z) = [ e™"¢t*~'d¢ fiir £ > 0. Wir transformieren zuriick auf s
0

8w?
H(s)=AlJy (1 / g_ﬁs>

mit H(L) = a. SchlieBlich ist die Losung fiir «

a 2w
n(z,t) = Jo ( 9(:1/2) cos(wt + ¢€)
2w \/
Jo () V9P

VB
der Nenner J, <%Ll/ 2) < 1 ist. Die Frequenz wird wegen der Wurzel y/z in Jy kleiner.

Dieser Effekt wird bei z = 0 durch die Wurzelsingularitéit noch verstérkt.

Bemerkung: Tsunamis konnen zehn bis dreiflig Meter hoch werden, wiahrend a etwa im
Bereich von eins bis drei Metern liegt. Im Ozean ist a/A ~ 1072 und ¢ ~ 200 m/s, wihrend
die Werte an der Kiiste dagegen typischerweise bei 3m < a < 30m und ¢ ~ 15m/s liegen.
Die Rechtfertigung der linearen Theorie findet man in

C.E. Synolakis, Tsunami rump on steep slopes: How good linear theory really is, Natural
Hazards 4 (1991) S. 221-234

Dort wird unter Anderem gezeigt, dass man statt J wieder tan 3 schreiben sollte und es
wird ein Vergleich mit der vollstdndigen nichtlinearen Theorie angestellt.

Die Amplitude wird sehr viel grofler, was man am Term a/J, <2—“’L1/ 2) erkennen kann, da
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Kapitel 10
Kapillaritat

Bis jetzt haben wir nur die Schwerkraft als die eine Fliissigkeit ins Gleichgewicht riicktrei-
bende Kraft betrachtet. Es gibt jedoch noch eine zweite Kraft infolge der Oberflichenspan-
nung o, die Kapillaritdt, da an der Oberfliche die intermolekulidren Krifte nicht allseitig
kompensiert werden.

Um zu sehen, wie die Oberflichenspannung o sich auswirkt, werden wir erst die Laplace-
Young-Gleichungen herleiten. Dazu benétigen wir den Begriff der Krimmung.
Eine kompakte Mannigfaltigkeit M C R™ wird ganz allgemein von F(x) = 0 dargestellt,
wobei F' oft genug differenzierbar sei. Diese Gleichung lésst sich lokal in die Form von
Monge

Ty = fx1,..., Tp 1)

schreiben. Z.B. haben wir in drei Dimensionen z = f(z,y). Weiter mit Taylor

z = f(&?_/) = f(x0) +0: f(T)|a—ay (T — 20) + Oy f (%) |o=a0 (¥ — Y0)+

=x =2

L (00 f (@) |amay Oy f(T)] =0
2 ( Oy f (®)|w=o Oy f ()] =ao ) (@ —ao) + -

Damit konnen wir die Oberflache lokal beziiglich der Tangential-Ebene

Ou f ()| 2=,
(=) | (@l | =0
-1

N J/
-~

Normalenvektor n

als reell-symmetrische quadratische Form darstellen, die man mittels einer orthogonalen
Transformation diagonalisieren kann:

1 1 1
EiL',AiB — 5)\1!13% + 5)\2!17%

mit zwei orthogonalen Hauptrichtiungen, die mit x; und x5 korrespondieren. Diese werde
Hauptkrimmungen genannt.
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Was ist die Kriimmung x einer Kurve y = y(z)?
Man legt eine Kreislinie in die Kurve und kann so die Kriimmung bestimmen, da die
Kriimmung des Kreises der reziproke Radius R ist, siehe Skizze: Der Radius ist so definiert:

y(x)

Abbildung 10.1: ??

|as
|

Auflerdem folgt aus der Skizze

2
As = /D22 + Ay? = Az 1+(%)
s
As Ay 2
Ar 1*(5)

ds dy 2
— =/1 - 10.1
dz * (dx) (10.1)

Und der Limes lim liefert

s—0

Als néchstes leiten wir die Gleichung g—z = tan ¢ nach z ab:

d?y d(tanp)de 1 dep  sin’p+cosPpdp

da? dp dz  cos?¢dx cos? dx




115

dy 2 dep
_ 2 v -J -
= (14 tan®p) 1+<dx)]dx
Also ,
d’y dy\"| d¢
— =1 — — 10.2
da? [ * (dx‘) ] dz (102)
Des Weiteren gilt nach der Kettenregel
ds dsdy
o2 10.
de depde (10:3)

Unsere Ergebnisse setzen wir nun in die Definition des Radius ein:

B ds B ds /dyp B 1+ (v')? B [1"‘(9/)2}3/2
C|de|  |dz/ dx y”/[l + (y’)z] Y|
Damit kéonnen wir die Kriitmmung s angeben
1 " n21-3/2
= — = 1
k=5 =y [1+ )]

Definitionsgemaf wurde der Betrag weggelassen, damit Kurven wie — eine positive und
Kurven wie —~ eine negative Kriimmung haben. D.h.

sgn(y”) = £1

besagt, an welcher Seite der Tangente die Kurve und der Kriimmungsradius liegen, also
oberhalb bzw. unterhalb.
Bemerkung: Man sieht, dass fiir den Fall, dass ¢’ = 0 ist,

K=Y
gilt.
Beispiel:
Wir betrachten die Parabel 1
_ L 9

Yy = 2ax

und deshalb
Yy = ax und y' =a

Damit kénnen wir schon die Kriimmung berechnen

o — y// [1 + <y1>2} —3/2 _ a[l + a2x2]_3/2

Also ist die Krimmung
K=a an der Stelle z=0

und
Kk — 0 fur T — 00
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10.1 Zweidimensionale Mannigfaltigkeit

Die Funktion (?77) wird lokal durch den Paraboloiden

st~ e (575 50 ) (1) = gemar ()

angendhert. Durch eine Drehung, die die Achsen des Koordinatensystems in Richtung or-
thogonaler Eigenvektoren zeigen lésst, kann man z immer schreiben als:

1 1
= = —\z? 4+ = \oy?
z= f(z,y) g M +2 2y
wobei A; und A\, die Eigenwerte von 0, f sind. Also gibt es zwei ,,Hauptkriimmungen “ A\

und Ay mit

)\1 = 8:ca:f und )\2 = ayyf

Definition 43 (Mittlere Kriimmung)

Die mittlere Kriimmung H ist definiert als

1 1
H = =M+N=—+—
K1+ Ko 1+ A2 Rl + R2
Hier sind R; und R, die Kriimmungsradien der Schnittkurven in den beiden or-
thogonalen Schnittebenen (z,z) und (y, 2).

H_ﬁ(%f%ﬁ)

invariant gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems ist, ldsst sich H auch definie-
ren als die Summe der Kriimmungen der Schnittkurven in zwei beliebigen orthogonalen
Schnittebenen (parallel zu n). Auflerdem kann man zeigen, dass R% + RLQ unabhéngig vom
orthogonalen Schnittebenenpaar ist, wie es fiir eine geometrische Eigenschaft auch sein soll.
Bemerkung: Selbstverstéandlich ist die differentialgeometrische Definition der Kriimmung
intrinsisch, d.h. unabhéngig von der spezifischen Darstellung der Oberflache.

10.2 Seifenblase

Sei p der Druckunterschied mit
P = Pin — Pout > 0
einer Seifenblase mit Oberflichenspanung o. Da es zwei Oberflachen gibt, sollten wir auch

zwel Spannungen betrachten. Wir haben dann ¢’ = 20 und zwar vorlaufig in einem kleinen
Teilstiick miz Hauptkriimmungen x; = R; ' Wir betrachten bei gegebenem p eine kleine
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Abbildung 10.2: 77
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iz,
":,,,/ 7

/
R, Ry

/
/
/
/

/

Abbildung 10.3: 77
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Variation du, die virtuelle Arbeit W leistet. Diese ist

oW = pS du = prydu
~~

Kraft

Eine Seifenblase kann dank ihrer Oberflichenspannung o Arbeit leisten. Die Einheit von
o ist [0] = N/m. Wenn sich die Oberfléche der Seifenblase um AS &ndert, wird die Arbeit
o’ AS = 20AS geleistet. Also wird die Oberflache verkleinert, bis ein Kriftegleichgewicht
eintritt.
AS = (z + dz)(y + 0y) — vy = 20y + ydx + dxdy
g
Die Winkel der beiden , Tortenstiicke* bleiben gleich(??), woraus folgt

T+ 0x oz
R +déu Ry

und damit 5
x+5$:m<1+R—u) :5x:—ux

1

J
y+5y:y<1+—u) =0y = —
Ry

AS:xy(Ril—i-Riz)éu

Die Gleichgewichtsbedingung pSou = prydu = o’d§S liefert

Somit haben wir fiir AS

1 1
prydu = o'y (R_l + R_z) ou

Wenn wir kiirzen, erhalten wir die Laplace- Young-Gleichungen
p=d<%+§ﬂ

Nun betrachten wir eine kugelférmige Seifenblase mit R = Ry = R und zeigen, dass fiir
die Druckdifferenz p

!
g

_2
P=g

gilt.

Beweis:

Wir gehen von folgendem Integral aus
w/2

2 / pRcosORsinfdf = 27 Ro’
0
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kiirzen und nehmen zwei Substitutionen vor

/2 /2 1

. 1 /
/pRcos@std@—pR sin @ d( Sln pR/udu- épR—a
0 = 0
Also ist
2 /
=—0
P= %
O

10.3 Anwendung auf Wasserwellen

pin(SS = pout(SS + 20/ 51n((5«9/2)
= (Pin — Pout)0s = 20" sin(660/2) ~ o'66
Ro6
—p

Damit erhalten wir fiir p

p:

=

weshalb R — 0 energetisch ungiinstig ist.
Wie im vorigen Kapitel iiber die lineare Theorie der Wellen wird die Wasseroberfliche
durch 7 parametrisiert. Deren Kriimmung ist damit

Rl — _,'7// [1 + (n/)Z}*3/2 N _n//

was fiir eine Fliissigkeit
P = Pt — Patm = _0832377

bedeutet.(¢” (77))
Damit formen wir nun unsere drei linearisierten Randbedingungen (9.4), (9.5) und (9.6)
aus dem vorigen Kapitel um. Aus der dynamischen Randbedingung wird

o
Do + gy — ;3377 = 0] y=n(a.t) (10.4)
wahrend die kinematische Randbedingung sich nicht &ndert

Ovp = 3t77!y:o

und die Randbedingung fiir den Boden ebenfalls unberiihrt bleibt.

Oy = 0ly——n
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Pout = Patm

Abbildung 10.4: 77
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Die Ableitung nach der Zeit von (10.4) liefert
/¢ + 90y — %ayaiso = Oly=n(z.1)

und da noch immer die Laplace-Gleichung

AgpzaigO—f-@;cp:O
gilt, ergibt sich fiir (10.4)

O} + g0y — %8230 = Oly=n(a.t) (10.5)
Fiir die Losung nutzen wir die Laplace-Gleichung und setzen
p(e,t) = Fz—ct)Y (y)

Mit der Randbedingung fiir den Boden (9.4) kénnen wir gleich

Y (y) = cosh[k(y + z)]
hinschreiben, wéihrend wir fiir F'(x — ct)

F(x — ct) = Acos[k(xz — ct)] + Bsinlk(z — ct)]
ansetzen. Wenn wir
o(x,t) = [Acos[k(x — ct)] + Bsin[k(x — ct)]] cosh[k(y + x)]

in (10.5) einsetzen, bekommen wir

inh(kh) o . sinh(kh)
B . 5in 73 _0
Wi (g cosh(kh) * p  cosh(kh) 7

und damit die Dispersionrelation einer linearen Wellen unter Beriicksichtigung der Kapil-
laritét

w?(k) = <g + %) k tanh(kh)

Mit w = kc und k£ = 2{ bekommen wir

gA o\ 4m? 2rkh
=4/ |1 — ) —| tanh
) \/QW{ i <gp) V} DY

und mittels Einfiihrung der Kapillarldnge [, mit
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()]

Daraus folgt, dass fiir A > [. Schwerewellen und fiir A < [, Kapillarwellen vorliegen. Fiir
Wasser ist ¢ = 0.07% und [, =2.6mm.

wird die eckige Klammer zu

Tiefes Wasser:
Fiir tiefes Wasser ist
2mh > A

21h
tanh | — | = 1
an(k>

gilt und wir bekommen abhéngig von A\ zwei Fille

weshalb

1. A—=0

2. A — o0

¢(A) xx VA — oo

Wo ist die minimale Geschwindigkeit? Wir betrachten ¢?(\) genauer:

l 2
1+ (272
+ ( W)\) ]
1\’ 2
1+ <2w§) — 2A(2w)2§ =0

= 1—(1 2lc2i0
7T)\—

/\min = 27Tlc

fA) == A

= ()=

Und damit ist

Fiir Wasser ist Apin =1.63 cm und cpin = 22.3%F. Unsere Ergebnisse kénnen in folgendem
Diagramm zusammengefasst werden: Gruppengeschwindigkeit:
Die Gruppengeschwindigkeit ist

de A de? A\ dc? 12—\,
= C— \— = _— = 1___ — 1__ min
cg(A) =c¢ )\d)\ C= 5o dn c( 52 d)\) c( SN )

min

Wir unterscheiden wieder zwei Falle
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Cmin

)\min

Abbildung 10.5: 7?7

1. Kapillarwellen
AL din = €= =C

2. Schwerewellen
A Ain = €= =C
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Grenzschicht-Theorie

Fliissigkeiten und Gase, deren Zahigkeit klein ist, verhalten sich in vieler Hinsicht wie
tdeale Flissigkeiten - nur am Rande nicht, wo sich die Reibung wesentlich bemerkbar
macht. Das legt folgende Idee nahe: Auflerhalb einer Schicht d, die noch zu bestimmen ist,
typischerweise einen Wert von § ~ Re™/? annimmt und somit diinn fiir Re = pLV/p > 1
ist, haben wir es mit einer Potentialstromung zu tun, in der, wie oben schon behandelt
wurde, gilt

divo =0 und rotv =0.

Deswegen gibt es ein Potential (¢ mit
grad p = v und Ap=0.

Die Frage, die wir jetzt behandeln wollen, lautet: Was passiert in dieser Grenzschicht und
warum?
Wir setzen wieder Navier-Stokes fiir inkompressible Fliissigkeiten an:

1

Av .
Rev

Dw = —p 'Vp+
Wegen der Inkompressibilitdt haben wir bekanntlich dive = 0, desweiteren die Randbedin-
gung v|gp = 0.
Fiir unendlich hohe Reynolds-Zahlen Re := co und wenn das Geschwindigkeitsfeld v par-
allel zum Rand des Gebiets B ist, d.h. v-n|sp = 0, wobei n der Normalenvektor am Rand
von B ist, gehen die Navier-Stokes-Gleichungen in die Euler-Gleichungen iiber:

Dw=—p'Vp.

AuBerdem haben wir noch das Wirbelfeld w := p~!rotwv, welches folgender Gleichung
gehorcht:
Diw = (w-V)v+rvAw .

Wir wollen nun den folgenden drei Punkten jeweils einen Abschnitt widmen:
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. Die Euler-Stromung wird nur in einer Grenzschicht der Dicke oc Re~'/? drastisch

wegen der Viskositat modifiziert.
Der Fluss kann sich dabei von der Wand trennen.

Die nicht glatte Wand kann Wirbel erzeugen.

11.1 Die Existenz einer Grenzschicht

Motiviert von einigen Beispielen.

1. Wir betrachten das Anfangswertproblem mit a = const

dy _

= 1)=1 0<z<1
dx a’7 y() ) _:C_

Die Losung ist
y(x) =alr—1)+1=ax+ (1 —a)

Nun kommt eine Art Viskositatsterm hinzu:

d%y dy _

= Q
W dr Y

Die Losung ist nun
1l—a
_ _ o/
y(x) = =T (1—e*) +ax

und ist in Abb. 11.1 zu sehen.

Eine stationdre 2D Stromung oberhalb von einer Platte {y; y = 0}, wo v = 0 ist,
wahrend
U= (u(y,t),()) - (U7 0)

Yy—oo

Die Navier-Stokes-Gleichungen samt Kontinuitdtsgleichung und Randbedingungen
fiir eine allgemeine zweidimensionale Geschwindigkeit v = (u, v) lauten

Oyu + udyu + vOyu = —0,p + 7-Au
O + ud,v + voyv = —0yp + ﬁAv
Ou + Oyv = dive =0

U=7v= 0|BIB

Von der Kontinuitétsgleichung bleibt, da wir v = 0 voraussetzen, d,u = 0 {ibrig und
1

wenn eine Stromung mit konstantem Druck (Vp = 0) vorliegt, erhalten wir (v := 4-)

O = voju (11.1)
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Grenzschicht

Abbildung 11.1: 77



128

KAPITEL 11. GRENZSCHICHT-THEORIE
Jetzt kommt ein smartes Skalierungs-Argument, mit dem eine Variable eliminiert
wird. Seien L und 7' Lénge- und Zeitskalen, sowie ¢ := y/L und t' :=t/T, so dass

T
Oy = ”L—Zag,u (11.2)

Falls L?/T = 1, sind die Gleichungen (11.1) und (11.2), sowie die Randbedingungen
tdentisch. Da die Losungen eindeutig sind, muss

y t 2
= = = t L =1
u(L’T) Wy, 1),

Wir setzen T :=t = L = v/t und bekommen

u(y,t) = u (% 1)

Wir definieren 7 := y/2v/vt und schreiben
) = (1) =10
Vit

1 rmf =0 fleo) =1 f(0)=0

= (n)=Ce™ .
Damit ist die Losung der Differentialgleichung

u(y,t) = Uerf (n - 2\%)

mit

™

n
2 2
erf(n) := /e_s ds
0

5

der ,error function®, fiir die
erf(0) =0 und erf(oo) =1

gilt. Praziser gefasst ist erf(1) = 0.84 und erf(1.5) = 0.97. Wir definieren die Grenz-

schicht der Dicke
6 = Vvt =: \/t/Re

und haben so eine Naherungsformel fiir die Dicke der Grenzschicht hergeleitet:
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Abbildung 11.2: 77
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11.2 Losen der Grenzschicht vom Rand
Wegen der Reibung koénnen bei einer gekriimmten Oberfliche die Stromlinien ,,davonlau-

fen“. Prandtl wusste das schon und hat im Jahre 1904 seine Gleichungen fiir die Schicht
eingefiihrt.

11.3 Grenzschichten erzeugen Wirbel

Wir integrieren v an der Grenzschicht iiber einen rechteckigen Weg ABCD (siehe Abb.
11.3)

YA

T

Abbildung 11.3: 7?7

j{ v-ds:/vdy+/udx—/vdy— udx

ABCD DA AB BC CD

o—

Da divv = 0 und auf der Strecke C'D u = v = 0 gilt, muss v wohl klein sein. Deswegen
nehmen wir an, dass
v <L Ulap
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so dass
v-ds%/udx>0
ABCD AB

Das heifit, der Rand erzeugt bei den Navier-Stokes-Gleichungen Wirbel, aber nicht bei den
Euler-Gleichungen, da dort u # 0 am Rand moglich ist.

11.4 Herleitung der Prandtl-Gleichungen

Wir werden nun die Prandtl-Gleichungen herleiten. Dazu werden die verschiedenen Terme
abgeschétzt.
Wir definieren

weshalb innerhalb der Grenzschicht
0<y <1

gelten muss. Sobald y grofler als die Dicke der Grenzschicht wird, also vy > 1 gilt, sei
u=0(1).

v ist da noch immer klein, wegen

v(z,y) = v(z,0) +yo,v =y Oy
——r
Somit ergibt sich

woraus folgt
v =u v == p=p

und damit erscheinen die Navier-Stokes-Gleichungen (11.1) in neuem Glanze

1
Oyt + ' Op + ' 0pu’ = —0pp’ + T (85,1/ + 5_285,11/)

_ 1 )
(5at/7j, + (SU/ m/U/ + (51]/8?/1), =—9 lay/p/ + % <58§,v’ + ﬁajl/ul>
&czu’ + Oy/v’ =0
u=v"=0|sm

Nur die groBten Terme werden fiir die Grenzschicht beibehalten und die viskosen Terme
spielen nur dort eine Rolle. Da, wie vorher gezeigt,

Red? = O(1)



132 KAPITEL 11. GRENZSCHICHT-THEORIE

ist, konnen wir die Terme mittels
Red > 1

abschétzen. Es bleibt |
_ 2
Ou + uu + voyu = —0p + ﬁ(?yu
Oyp =10
O u+ 0yv =0
u=7v=0|sB

Dies sind die Prandtl-Gleichungen, die 1904 veroffentlicht wurden.
Man sollte erwarten, dass ein « existiert, so dass

const

Re~

H’v@j? Y, t) - /Up(x7 Y, t)” <

fiir 0 <y <6 und Re — oo gilt. v ist hier die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen und
v, die Losung der Prandtl-Gleichungen. Beweise dafiir gibt es allerdings kaum. Auflerdem
sollte die Losung der Prandtl-Gleichungen am Rande der Grenzschicht ,verniinftig” mit
der Losung der Euler-Gleichungen zusammenpassen.
Fiir den Wirbel '

= @/—%u = —0yu = —0yulc =0

zu vernachléssigen

sollte auch ein Ablosepunkt C definiert sein. Dies gehort aber leider ebenfalls in die Kate-
gorie , well-educated-guess”.

Abbildung 11.4: 77

11.5 Beispiel einer Losung der Prandtl-Gleichungen
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Die konforme Abbildung in der
2d-Fliissigkeitsdynamik und Auftrieb
von Tragflichen

Wir sind dem komplexen Potential W = ¢ + iy schon 6fter begegnet, und zwar fiir eine
wirbelfreie zweidimensionale Stromung in der z-Ebene. Wir taufen W in w um, so dass
wir w = ¢ + iYb haben und betrachten nun die analytische Funktion Z = f(z) und deren
ebenfalls analytische Umkehrfunktion z = F(Z),

W(2) = w(f(2))

fir 7 = X +1Y. AuBlerdem ist
W(Z)=¢(X,Y)+i¥(X,Y)
wobei ¢ und ¥ wieder Cauchy-Riemann gehorchen und deshalb sind
U (X, Y) = 0x¢p = Oy ¥

U*(X, Y) = 6’ygz5 == —ax‘lf

die Geschwindigkeitskomponenten einer wirbelfreien inkompressiblen Stémung in der Z-
Ebene.

Zusammenfassend léasst sich sagen, dass wir nun zwei komplexe Ebenen betrachten,
wobei die eine mit der Variablen z, die andere mit Z beschrieben wird; dieselbe Konvention
gilt ebenso fiir die Potentiale. Von der einen komplexen Ebene zur anderen gelangen wir
iiber die analytischen (und wie wir gleich sehen werden, konformen) Abbildungen

z=F(2) und 7 = f(2) .
Die Geschwindigkeitskomponenten in der Z-Ebene werden mit einem Stern gekennzeichnet.
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12.1 Konforme Abbildungen

Weil W(Z) = w(z) ist, nechmen sie in korespondierenden Punkten gleiche Werte an, die
Real- und Imaginérteile stimmen auch iiberein, weshalb die Stromlinien eins zu eins auf-
einander abgebildet werden. Die Frage ist nun, ob wir statt des runden Zylinders mit der
analytischen (!) Funktion f eine fliigeldhnliche Form bekommen kénnen. Dabei muss wohl
dank des Kutta-Joukowski-Theorems I'c: # 0 sein.

Was im Unendlichen passiert, ist ebenfalls wichtig, wie wir in extenso gesehen haben. Also

=z
. dW(z) dw(F(Z)) dw/dz u-—iv
BT Tz T T Az T azjd: . ()

Wenn wir z.B. einen gleichméfiigen Fluss um ein Objekt herum auf einen anderen ebenfalls
gleichméfligen Fluss um ein anderes Objekt herum abbilden mochten, sollte

f'(z) — 1

|z]—00

Warum heifit die obige Abbildung konform? Sei

20 — Zo = f(%0)

und es existiere eine natiirliche Zahl n, so dass fiir die n-te Ableitung gelte

f(n)(z)|Z:Zo #0

In der Regel ist n = 1, aber auch n > 2 kann vorkommen. Damit ergibt sich mit einer
Reihenentwicklung

(02)"
n!

= arg(0Z) = narg(6z) + arg [f"(20)]
Dann folgt fiir die beiden Funktionen Z; und Z,

0z = f(”)(zo) + O(62)"

arg(0Z,) — arg(0Z1) = nlarg(dzy) — arg(dz1)]

Fiir n = 1 sind die Differenzen der Argumente gleich und die Abbildung ist somit winkel-
treu, mit anderen Worten, konform.

12.2 Die Joukowski-Transformation

Die Joukowski-Transformation sieht folgendermafien aus

Z=z+§=:f<z),
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mit f'(+c) = 0, aber f”(4c) # 0, so dass der Winkel « zwischen zwei Liniensegmenten
nur bei +c¢ auf den Winkel 2o abgebildet wird. Die inverse Transformation ist

1 1 1/2
i=52+ (ZZ2 - 02> = F(Z) (12.1)

Fiir |Z| — oo wird aus der (positiven) Wurzel

1/2
1Z2 —c — 1Z
4 2

so dass im Undendlichen Z &~ 2z gilt. Wir betrachten nun den Effekt der Joukowski-
Transformation auf den Kreis

{2 |z| = a} bzw. {z =ae’; 0 <0 <21},

mit 0 < ¢ < a. Die Abbildung des Kreises ist

2 c?
X +1iY = (a—l——) cos@+i(a——> sin 6
a

a

Daraus folgt

A\t A\t
cos@zX(cH—E) und sinG:Y(a——>

a
Mit cos? 6 + sin? @ = 1 folgt

X2 N Y?
(a+c?/a)?  (a—c?/a)

c=1 (12.2)

Wir haben nun also eine Ellipse in der Z-Ebene. Diese sieht schon etwas mehr nach einem
Fliigel aus ... Entscheidend sind die verschiedenen Vorzeichen der beiden Halbachsen.
Kehren wir nun zum Strom zuriick, der mit der z-Achse den Winkel « bilde. Damit
haben wir das Potential Uz e™'“. Wir addieren einen Wirbel der Stérke I' dazu und wenden
das Kreis-Theorem von Milne-Thomson an und erhalten eine Stromung um den Zylinder

{z; |z| = a}

oa? i
— U —1 _ Al o 1
w(z) (ze +Ze ) 5 0z
Wir setzen (12.1) in diese Gleichung ein und erhalten
1 1 vz a? |
W(Z)=w(F2)=U||=Z+ (—Z2 - 02> e 4 a7 e
. 12+ (7= )]



136 KAPITEL 12. KONFORME ABBILDUNGEN

1 1, L\

il 1
———1In
27

Wir betrachten nun den Fall, dass ¢ gegen a geht, so dass die zweite Hauptachse (a — c?/a)
der Ellipse (12.2) gegen null und die erste (a + ¢?/a) gegen 2a konvergiert und eine ,,diinne
Platte” iibrig bleibt. Auflerdem

dW  dw/dz ' Lat il a?
= — = — = U 710[—U o 1—— 123
Az ~ dZ/dz ( ¢ ¢ 2m) / ( z2> (12:3)

Diesen Ausdruck kann man auch in Z umschreiben, was aber recht aufwendig und meist
nicht notig ist. An den Punkten z = +a bzw. Z = 4+2a bekommen wir eine Singularitit,
da die Geschwindigkeit wegen (1 — a2/22)~" divergiert. Diese lisst sich in Z = a nur dann
beheben, wenn I' so gewdhlt wird, dass

Uy — 10,

U<efia_eia) - i =0

2ma

ist, d.h.

’F = —47TUasinoz‘

Dies ist die bertthmte Joukowski-Bedingung. Wenn man z = a + ¢ schreibt, in (12.3)
substituiert und den Limes € — 0 nimmt, erhélt man fiir 2 — 2a

u — U cos« und v — 0

Bemerkung: Die Singularitiat bei 2 = —a bzw. Z = —2a bleibt. Durch Verschiebung des
Kreises um eine Kleinigkeit A < a nach links lédsst sich dies beheben und die Joukowski-
Bedingung wird zu

I'=—4nU(a+ M) sina

Beweis:
Wir wenden die Joukowski-Transformation

2
Z:z+a—
z

jetzt auf den verschobenen Kreis {z = —\ + (a + \) e%; 0 < § < 27} an und erhalten

CL2

7=\ A) e'? :
+(a+N)e +—)\+(a+)\)e19

Das zum obigen Kreis gehorige w(z) lautet

2 .
Meia +£1n(z+A)

w(z)=U [(z4+N)e "+ oY o
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Hier substituieren wir

und erhalten

S LU ) B . ir ,_a
U—iv=— = e — e — ———— - =
dz z4+ A 2n(z 4+ A 22

Die Singularitéit bei z = —a kann es nicht mehr geben, es bleibt also nur eine Singuaritét

bei 2z = a und somit schreiben wir die Joukowski-Bedingung wie folgt um,

io —ia) IF _
U(e —e ) —27r(a—|—)\)_0'

Dies ist nichts anderes als unsere Behauptung I' = —47U(a + A) sina. O

Nach dem Kutta-Joukowski-Theorem gibt es somit einen Auftrieb
F = 47pU*(a + \)sinan (12.4)

pro Langeneinheit in drei Dimensionen.

Boeing 747: Takeoff-Geschwindigkeit ist 300 km/h, o = 10°, Fliigelbreite [ = 4a = 9m,
die totale Fliigellinge L = 60 m, somit F' = 3 x 10" N.

Cessna: Takeoff-Geschwindigkeit ist 100km/h, o = 13°, 1 = 1.7m, L = 9m, somit
F =10*N.
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(a) Y
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Fic.6.28 (a) Flow around a circular cylinder at an angle of incidence a, with circulation T'. (b) Mapping
of this flow by means of the Joukowski transformation.



12.2. DIE JOUKOWSKI-TRANSFORMATION

(a) B=0 (b) B<2

Lift r
1 B--
arla

(c) B=2 (d) B>2

Fig. 4.4. Irrotational flows past a circular cylinder.

(a) z—plane (b) Z—plane

Fig. 4.5. Flow past an elliptical cylinder by conformal mapping; no
circulation.

(a) T=0 (b) T=—4nlasina
Fig. 4.6. Irrotational flow past a finite flat plate.

(a) z—plane (b) Z—plane
Fig. 4.7. Flow past a symmetric Joukowski aerofoil by conformal
mapping.
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Fig. 1.2. Streamlines for steady flow pést a fixed wing, as inferred from
a streak photograph.
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. 2 Fig. 1.8. The behaviour of a small ‘vorticity meter’ placed in the steady
I flow past a fixed wing at small angle of attack. The flow is clearly

© irrotational.

) ugx r

Fig. 1.6. A crude ‘vorticity meter’ (b), and its behaviour when
immersed in a line vortex flow (a) and a uniformly rotating flow (c).
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Fig. 1.9. Typical pressure distribution on a wing in steady flow.

Fig. 1.12. Trailing vortices: (a) definition sketch for application
Stokes’s theorem; (b) view from some distance ahead of the aircraft; (
the original drawing from Lanchester’s Aerodynamics (1907).
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i 2
2=£+% 3

\/'N

outoodks
Fig. 64. The special conformal mapping (eqn (395)), used extensively throughout the rest of
Chapter 9 and the whole of Chapter 10, maps the outside of the circle of centre the origin and
radius a in the z plane onto the outside of the strip given by expression (400), which extends from
Z = —2at0 Z = 2a,in the Z plane. Any circle of larger radius ¢ > ain the z plane is mapped onto
the ellipse given by expression (399) in the Z plane.
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Fig. 77. The lift coefficient C; plotted against angle of incidence a for the symmetrical
Zhukovski aerofoil depicted in Fig. 67. The plain line represents irrotational-flow theory, and the
broken line represents typical measured values.
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Kapitel 13

Stokes’ Problem in der
Potentialformulierung

13.1 Herleitung der Stokes’schen Formel

Zu l6sen ist das lineare Problem, das wir als Naherung der Navier-Stokes-Gleichungen fiir
hohe Viskositiaten und stationdre Geschwindigkeitsfelder erhalten (s.o.):

pAv =Vp und dive =0
mit v|yp = 0. Da Awv ein Gradientenfeld ist, gilt
rot Av =0
Ein sinnvoller Ansatz ist demnach
v=Vp+ v,y (13.1)
mit Avy = 0. Wir haben nach wie vor die Randbedingung, dass fiir die Geschwindigkeit

im Unendlichen
0

v—-U= 0
U

gilt, weswegen wir fiir v, folgendes ansetzen:
vo=g(NU = Ag(r)=0
Wir wihlen

da A% = 0 fiir r # 0 gilt. Damit haben wir den Ansatz fiir v,:

vy = gU (13.2)

143
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Wir setzen (13.1) und (13.2) in dive = 0 ein und erhalten

. 1
Agp—f—dlvvg:Agp—bU-a}ﬁ:O (13.3)
Uz

Als néchstes benotigen wir einen Ansatz fiir ¢, ndmlich

p=f(r)U- =

Wir setzen dies in (13.3) ein und bekommen so
! b
r r

Wir haben also eine lineare Differentialgleichung zweiten Grades fiir f(r):

4 b
7+ ;f/ =3 (13.4)
Zuerst 16sen wir die homogene Gleichung
4
f// + _f/ — 0
r
wofiir wir folgendermaflen substituieren: h := f’
4 n 4
= h+-h=0 = —=—-
r h r

Integrieren nach r liefert

Imnh=C"—4lnr = hzg

r4

Durch nochmaliges Integrieren erhalten wir die Losung der homogenen Gleichung
1
’

Die spezielle Losung finden wir mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten. Wir
setzen

in (13.4) ein und erhalten

b
~B'r+2B"+br=r = B(r):—§r2

Damit haben wir als allgemeine Losung von (13.4)

fr)=A+ B~ -2 (13.5)

r3  2r
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Als néchstes setzen wir "
Ve = [0 + /() 2(U -a)

in (13.1) und (13.2) ein :

v:f(r)U%—f’(r)-%(U-a:)—{—gU (13.6)

Wir nutzen nun die Randbedingung, dass v im Unendlichen zu U wird, aus.
Da -
U-x) — o0 und - — 1
r3—00 T x3—00

gilt, fordern wir
lim f(r)=1 und lim f'(r) =0

r—00 r—00

Nun zur zweiten Randbedingung v|,—, = 0

= f(a)+§ =0 und f'(a)=0

Wenn wir dieses Ergebnis in (13.5) einsetzen, bekommen wir A = 1. Auf dieselbe Weise
ermitteln wir B, zuerst f'(a) = 0:

3B b ba?
——t—=0 = B=—
a*t  2a? 6
Das setzen wir in B ; ;
-=0 ¢ 1+—=—-——+-=0
Jla)+ a * a®  2a * a
ein und erhalten 3 )
b= —5¢ = B=—-d

A=1 b=-=a B:—Zag firy=1—-—+ (13.7)

a’ 3a 3a [ a? x
= l1—-—— — — | ==1) = 13.
v U( 3 4r> + (Ux) 1 <r2 > = (13.8)

Wir setzen unseren Ansatz fiir v aus (13.1) in die Ndherung der Navier-Stokes-Gleichung
ein:

Vp=plAv=pVAp = p=po+ plp

Nun wenden wir uns der ¢-ten Komponente der Reibungskraft zu und benutzen den wohl-
bekannten Spannungstensor M = —pl + o mit
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F = / (=pl+o)n],dA = /(Mn)idA = /ZMiknde = /diVMidg.CE
OB oB K

OB B
mit
M
M,=| M und divM,; = Z O M1,
: k
> OuMy, = —0ip+ pu <az DY akvz> = —0ip + plv; (13.10)
k k k diveo=0
Wir setzen
p=po+ pAyp
und
b
v; = 0ip + —U;
r

in (13.10) ein

1 1
k

U=const

Mit dem Wissen, dass
1
A— = —47o(r)
T

ist (Beweis weiter unten), konnen wir sofort integrieren

F; = /—47rb,uUi(5(r)d3x = —4ArbulU; = 6mpal;

B

Und damit sind wir am Ziel

F = 6rpaU
Lemma 44
A= = —47)
= —mé(r)
Beweis:
Fiir alle r # 0 gilt
1
A-=0
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Bleibt also noch r = 0. Dazu betrachten wir das Volumenintegral von A% in einer Kugel
mit dem Radius a:

/Ald%: /(V1> -ndA:/—%E-ndA:
T T T rer
B 0B

Gauﬁa]B

1 1
— /——QdA = —— 4ma® = —4rx
r

a?
0B

13.2 Zur Giite der Niherung

Wir beginnen mit Navier-Stokes
1
Dy = (&g—i—v-V)v:g—;Vp—i—z/Av

Wenn die Reynolds-Zahl
U U
Re = pra_ 24 <1
I v
ist, miissen die Geschwindigkeit und der Radius der Kugel klein, die Viskositéat hingegen
grof sein.

Wir haben also im vorigen Abschnitt
(v-V)v < vAv
geschrieben und damit die Gleichungen
Vp =rvAv divo =0 v|op =0

bekommen. An dieser Stelle tiberpriifen wir, ob die Ndherungen gerechtfertigt sind.
Wir betrachten die exakte Losung (13.8) der obigen Gleichungen fiir

T3> a und r1=29=0

und bekommen

3a 3a r 3aU
~ 1— — —(—=1) = = _ -

Damit folgt fiir ||(v - V)v||

3 1 3aU? 1
||(’U : V)’UH = |113831;3| ~ UgiaUﬁ ~ 5 ﬁ
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und fiir v||Av||
Av|| = |vo3 ~23U1—3U1

v||Av|| = |vozus| = v 5l =3alv

Das bedeutet
V|| Av|| < [(v - V)o
also genau das Gegenteil unserer Annahme.
Eine bessere Niherung ist nach Oseen (1910), dass weit weg von der Kugel gilt
v=U+u

mit einer kleinen Stérung u, so dass

(v-Vo=(U - -V)u+ (u-V)u
~0

auf folgende Gleichungen fiihrt
pAu —p(U -V)u=Vp  divu =0

Damit kann man Korrekturterme zur Stokes’schen Formel ableiten. Die Reibungskraft sieht
dann folgendermaflen aus

3
F = —6mavU (1 + ER€>

Diese Formel bestétigt die Experimente bis Re &~ 5, dann wird auch sie, wie die Stokes’sche
Formel ungenau. Der Hauptgrund dafiir ist, dass Oseens Néherung in der Ndhe der Kugel
schlecht ist, da w nur weit auflen klein ist, wo das Geschwindigkeitsfeld v schon grofle
Ahnlichkeit mit U besitzt.
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