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ssigkeit zwischen zwei Platten

(a) Navier-Stokes-Gleichungen:

1
Ow=(v-V)v= —EVp + vAv (1)

Wegen Stationaritéit ist dyv = 0. Translationssymmetrie fiihrt zum Ansatz v =
(v2(2),0,0). Der Ansatz erfiillt die Kontinuitétsgleichung

divv = 0,v,(2) = 0. (2)

Eingesetzt in die Navier-Stokes-Gleichungen ergibt sich:

0 = —% D+ 10,,0,(2) (3)
1

0 = —- 4
0 yP (4)
1

0 = —=0, 5
S0P (5)

Somit ist wegen (4) und (5) p = p(x). Wegen (3) ist d,p(z) unabhéngig von z, also
Ozp(x) = const. Also p(z) = Az + B. Aufgrund der Randbedingung p = p, am
Plattenrand ist daher p(x) = po. Eingesetzt in (3) ergibt sich

azzvx(z) =0 (6)
v.(2) = Cz+ D (7)

Die Randbedingungen v,(0) = —v und v,(d) = v ergeben

vy(2) = Sz (8)

Das Geschwindigkeitsfeld ist somit v = (%’Z —,0,0), das Druckfeld p = py.

Der Betrag der Kraft pro Oberflache auf die Platten ist

2v
|E| = [n0:v.(2)] = N (9)

Die Krifte auf die Platten wirken der Bewegungsrichtung entgegen.



2. Bewegte Kugel

Zu priifen sind die Randbedingungen (senkrechte Projektion von v auf die Normale
der Kugeloberflache muss gleich der senkrechten Projektion von w auf die Normale der
Kugeloberflache sein und ¥ muss im Unendlichen gleich null sein) und die Kontinuitéts-
gleichung. Die FEuler’schen Gleichungen miissen eine Losung fiir den Druck besitzen.
(a) Randbedingungen:
a® N
v(r) = —grad ® = 55 [3(w - r)r — r*w] (10)
Senkrechte Projektion von v auf die Normale der Kugeloberfldche (r = a):

v, (r) :'v-r; (11)

Senkrechte Projektion von w auf die Normale der Kugeloberfliche (r = a):

T

wy(r)=w-r— (12)
T
a? r r
v (r)= 55 [Bw - r)r* —r*(w-7r)] LW =w,(r) (13)
fiir r = a.
Weiter ist v(r) = 0 fiir r — oo.
(b) Kontinuitatsgleichung:
2 4 D L or ]+ = [3(2uws + wyy + w.2) — wa2a] + zyklisch
—dive = —-—=2z]... — . L2) — Wy zyklisch =
—div 572t ot 5 [B2wer + wyy + wz2) — w,2a] + zyklisc
Y

= 2 3w — ot — e, — 5w +

1
+— 10w,z + 10w,y + 10w, 2]
r
=0 (14)

(¢) Losung der Euler-Gleichungen fiir den Druck: Euler-Gleichungen:

1
vi+ (v-V)v=—-Vp (15)
0
Es gilt
Vv? =2(v-V)v+2v x 10t v. (16)
Somit lauten die Euler-Gleichungen wegen v; = 0 (stationér) und rot v = —rot grad ® =
0
1 1
Vv?l=--V 17
5V VP (17)

und wegen Inkompressibilitit
1 2
—§V(Q’U )= Vp. (18)

Da die linke Seite ein Gradientenfeld ist, existiert eine Losung fiir den Druck p.



3. Hydrodynamisches Paradoxon

(a) Bernoulli (stationér, inkompressibel, reibungsfrei):

S0tk + b0 = 5ou(ro)? +plro) = Sovr P +p(r) = Sou(ReP +pa (19)
Kontinuitétsgleichung (inkompressibel):
mravy = 2mrodu(ry) = 2nrdu(r) = 27 Rydv(Ry) (20)
Es ergibt sich )
p(r) = pa — g (20—2) (%3 - 1) (21)
Nach oben wirkende Kraft auf die untere Platte:
F = /RO 27r[p, — p(r)] dr = (22)
0

AR @] e

(b) Die Platte wird angesaugt, da p, — p(r) > 0 fiir r < Ry, vgl. (21).

4. Ortung von Stiirmen auf dem Ozean

(a) Gegeben:

W' = kg+ (T/p)k’ (24)
w = Vkg+ (T/p)k3. (25)
Gruppengeschwindigkeit:
3(T/p)k?
¢y — duw)dk — —IF3ELIOR (26)
2\/kg + (T/ )k
Phasengeschwindigkeit:
eon = w/k =/ g/k+ (T/p)k, (27)
Fiir Gravitationswellen gilt 7" — 0 und daher
cg =1/2v/g/k |, con=+9/k. (28)
Fiir Kapillarwellen gilt ¢ — 0 und daher
cg =3/2V/T/pVk , con=T/pVk. (29)

(b) Die Frequenz-Komponente bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit. Also ist
D = c4t. (30)

(¢) Wir berechnen die Distanz zweimal:

D = cp(ty — tg) = cga(ta — to) (31)
—ty=1t1—D/cn (32)
— D =cp(ts—t1+D/cn) (33)
L p-_h (34)

1/cgo — 1/091‘



to — 11

D= —"
1/cg —1/cq

Einsetzen:

B At
deg -1 '
<Cgl + Aw 2 ) - 1/091

Taylorentwicklung des ersten Terms im Nenner:

At

T
<1 + %%Aw d;—zl) [cgq — 1/cp
At

(1- Haw &) Jon —1/cn
At 1 ngl -1
= —C —_— _
NE cp dw

o . 1 ngl -t
el ()

Zwischenrechung:

e = 1/2/g7k = g2

o tdeq 1

cn dw w
Einsetzen ergibt:
D= —chw/w.
(e) Von 4d: )
Zwischenrechnung:

Cq1 = 3/2\/T/p\/E = 3/2(T/p)1/6w2/3

1d
— T _ 930,
Cg1 dw

Einsetzen ergibt
w
D=-3/2 Cg -

(37)

(38)

(39)

(40)



5. Visco-Kupplung

(a) Geschwindigkeitsfeld:
Ansatz: v, = 0 und v, = 0.
Es ist 0,v4 = 0 wegen Rotationssymmetrie.
Navier-Stokes-Gleichung fiir die Winkel-Komponente:

1 v
= v 0Pvy + —0,0s + OPvy — — 48
V(rv¢+r v+ Ohvs — 3 (48)
Die Losung
h
vp = wr (49)

erfiillt die Randbedingungen vg(h = 0) = 0 und v4(h = d) = wr sowie die Konti-
nuitétsgleichung div v = 0.

(b) Drehmoment:

F
== (0,0,1) (50)
Fy(r) 1
i NORVy = nwra (51)
R 4
Fy(r) mR*w
M = —— 9rrdr = 2
/0 P2 dr 5 (52)

Die korrigierten Arbeiten sind einzusehen bei Paul Friedel, Raum 3023.
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