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24. Vektordifferentialausdrücke in beliebigen krummlinigen Koordinaten

Gegeben sei das orientierungstreue Koordinatensystem x : R3 → R
3,

x : q = (q1, q2, q3) 7→

 x1(q1, q2, q3)
x2(q1, q2, q3)
x3(q1, q2, q3)


aus Aufgabe 8. Seien ∂x und ∂q die Jacobi-Matrizen der Abbildung x bzw. deren Umkehr-
abbildung q, die Vektoren

ei(q) :=
∂x

∂qi

(q)

und der metrische Tensor g = (gij) mit

gij(q) := ei(q) ◦ ej(q) .

1. Zeigen Sie, dass

det ∂x =
√

det g .

und dass g invertierbar ist.

2. Der Vektor v sei

v(x) =
∑

j

vj(x) ej .

Bezeichnen wir den Vektor v in q-Koordinaten als

vq =

 v1

v2

v3

 .

Zeigen Sie, dass

vq = ∂q v

und

vi =
∑

j

g−1
ij ej ◦ v .

3. Zeigen Sie, dass für das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v gilt

u ◦ v = uqT g vq .

4. Zeigen Sie, dass für den Gradienten (∇Φ)q in q-Koordinaten mit ∇q := (∂q1 , ∂q2 , ∂q3)
gilt

(∇Φ)q = g−1∇qΦ .



5. Zeigen Sie, dass für die Divergenz gilt

∇ ◦ v =
1√

det g

∑
i

∂

∂qi

(√
det g vi

)
.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass

(∇ ◦ v) det ∂x =
∂

∂q1

[v ◦ (e2 × e3)] +
∂

∂q2

[v ◦ (e3 × e1)] +
∂

∂q3

[v ◦ (e1 × e2)]

und dass für eine beliebige Matrix A ∈ R3×3 und beliebige linear unabhängige Vekto-
ren e1, e2, e3 ∈ R3 gilt

det(Ae1, e2, e3) + det(e1, Ae2, e3) + det(e1, e2, Ae3) = Sp (A) det(e1, e2, e3) .

6. Zeigen Sie, dass für den Laplace-Operator gilt

∆Φ =
1√

det g

∑
ik

∂

∂qi

(√
det g g−1

ik

∂Φ

∂qk

)
.

7. Schreiben Sie den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator in Zylinder-
koordinaten

x(q) = x(r, ϕ, h) =

 r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

h



Anmerkung: Für das Vektorprodukt zweier Vektoren u und v gilt

u× v =
∑
ijkl

εijku
ivjg−1

kl

√
det g el ,

was man unter Verwendung von (u × v)i =
∑

j g−1
ij ej ◦ (u × v) zeigen kann, wir jedoch

nicht benötigen.
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